Corrigé du quiz de Mathématiques

1. On considere la suite (iz,),-o de t tnéral = Y]
. On considere la suite (u,),>o de terme général u, = ————.
o " n+vnZ+1
a) lim u,=+o00
) n—+oco "
. 1
b) Pour tout entier naturel n: Uy =—""—">
(n+\/n2+1)
c) Pour tout entier naturel n: u, >0

d) | lim u,=0.

n—-+00

Justification : Par utilisation de |'expression conjuguée, pour tout entier naturel n :

VT (n—VRZET)(n+ V2T 1)

u, = =
" on+vn2¥l (n+«/n2+1)2
n®>—(n?+1) _ —1

(n+ 1/712+1)2 - (n+«/n2+1)2

Par opérations sur les limites, on conclut que

lim u,=0 et VneN:u, <O0.

n—+00

: . L 3—sinn -
2. Soit la suite (u,),>0 de terme général u,, = ———. Sa limite est :

n2+

a

o

O

)
)
)
)

d

n'existe pas.

Justification : sinn n'admet pas de limite en +00. On pense donc 3 utiliser un théoréme de
comparaison ou le théoreme des gendarmes en partant de —1 <sinn < 1.

En utilisant le fait que n? +3 > 0 pour tout entier naturel n, on obtient que :

2 3 —sinn 4
< < .
n2+3 n2+3 n2+3

. 2 ; 4
Or lim = lim =
n—+oon2+43 no+toon243
Donc, par le théoréme des gendarmes :

3—sinn _

m ——— =
n—+oo n2+3
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3. On consideére la fonction f définie sur R* par f(x)=e

Une expression de sa dérivée f’ est donnée par :

1
Justification : Pour tout x € R*, f(x) =™ od u(x) = ~.
Donc f/(x) = u/(x)e™).

—1
Or u/(x) = — - Par conséquent
X

—_— 1

1
ex,
xz

fll) =

- -5 —
4. (O;l,],k

On consideére les points A(—1 ; 0; 1), B(—2; 0; 2)et C(0; 1; 2).

) est un repére orthonormé.

a) Les points A, B et C sont alignés

b) | Les points A, B et C ne sont pas alignés

—_—> —> ..
c) Les vecteurs AB et AC sont colinéaires

2

d) HA_B) =2.

. . = —>
Justification : OnaAB(—1; 0; 1)etAC(1; 1; 1).

) . L, —_—> —> —> —> ..

Il n'existe aucun réel k tel que AC = kAB, donc les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires
Ainsi, | les points A, B et C ne sont pas alignés |.
Par ailleurs

12 112
HABH =(—1)2+0%+12 donc HABH = 2.

—_ - — . 3
5. (O U, T, k) est un repére orthonormé.

Soient A(1; 1; 3) et B(—2; 0; 5) deux points de I'espace. On note I le milieu de [AB].
; 4)
; 1)

, -1
a) | I a pour coordonnées | — ;

3

2

1

2
-3 -1

b) I a pour coordonnées (— ; —
2 2

H 7 \
c) | La norme de Al est égale a

£
N
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—
d) La norme de Al est égale a

NN

Justification : I est le milieu du segment [AB], donc

I(XA+XB YatYs | ZA+ZB)
2 ’ 2 ’ 2 ’

-1 1 — -1
Ainsi I(— =3 4) etﬁ(—3 5 — 1). Alors
2 2 2

_an2 N2
[ = () () ¢ -y 212
2 2 4

Par conséquent

6. Soit la fonction f définie sur R* par f(x)= e;.

) | A ) =eo

b) | L'axe des ordonnées est une asymptote verticale a la courbe de f.

Q| F=E

d) | f est croissante sur l'intervalle [1 ; + oof.

X

- - ;s . p . €
Justification : Par le théoréme des croissances comparées : 11£n — =+4o00.
X—+00 X

D’autre part 1in01+f(x) =+400. Donc | I'axe des ordonnées est asymptote a la courbe de f.
X—

La fonction f est dérivable et pour tout x # 0 :

Fa) = xe"x;ex _ (x—1)ex.

x2

Enfin, le signe de f(x) est celui de x —1 donc pour tout x > 1, f'(x) > 0. Donc

f est croissante sur [1 ; + oo.

7. On considére la fonction f définie sur R par f(x)=e * —3x + 2.

a) | lim f(x)=—o0

x—+00

b) | f/(x) =—4e™* —3
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c) f(x)=—4e™

d) f est concave sur R.

Justification : Par composition li+rn e * =0. Donc par somme :
X—+00

xlgknoof(x) =

Par ailleurs la fonction f est deux fois dérivable sur R et on a :

fl(x)=—4e* -3 et f"(x)=16e"¥.

Comme f”(x) > 0 pour tout x €R, il s'ensuit que la fonction f est convexe sur R.

8. La limite de
a)

b)

en 4 est :

N

1
4
1
C) —2
d) V2.

Justification : Pour x # 4, on a par identité remarquable :

JVx—2 Vx—2 1
x—4  (Jx-2)(/x+2) vx+2
Or
limy/x =+v4=2
x4 = lim (vVx+2)=2+2=4.
lim2 =2 par somme x—4
x—4
. . 1 1 ]
On conclut par quotient que lim = —. Autrement dit
x—~dy/x+2 4
Vx—2 1

lim =—.
x—4 x—4 4

—_ - —
9. (O 01, ], k ) est un repére orthonormé. On considére les droites d et d’ de vecteurs directeurs
respectifs i(4 ; 2; —6) et V(-2 ; —1; 3).

a | Les vecteurs i et ¥ sont colinéaires |

0O

Les droites d et d’ sont paralléles

b) Les vecteurs il et ¥ ne sont pas colinéaires
d)

Les droites d et d’ ne sont pas paralléles.
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Justification : #(4; 2; —6)et¥(—2; —1; 3) doncii=—2V.
Il s’ensuit que

| les veteurs i et ¥ sont colinéaires.

Par conséquent

les droites d et d” sont paralléles.

Vx2+24+V/4x2+3

10. On considere la fonction f définie sur R* par f(x) =

La limite de f en —00 est égale a :

w

a

o

—0oQ

(@]

BE

d

)
)
)
)

Justification : Pour x <0, on a:

1+=+\4+=
X x2 x2

«/x2+2+«/4x2+3:|x|(\/1+x%+\/4+%):_(\J 2 \J 3)
X

car vx2 =|x|=—x pour x <0. Or

2 3
lim 1+—=1 et lim \4+—=v4=2.
X——00 x2 X——00 x2

Par opérations sur les limites, on conclut que :

VXx24+2+V4x2+3

X——00 X

-3.
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