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ntroduction

Etudiantes et étudiants,

Apres un cursus au lycée, vous vous apprétez a rentrer en classe préparatoire aux grandes écoles. Le rythme
de travail sera tres soutenu, les cours d’une densité beaucoup plus importante. Votre capacité de travail ainsi
que votre efficacité seront des éléments essentiels de votre réussite. Ce stage vous propose les points essentiels
de révisions ainsi que quelques notions nouvelles pour bien commencer votre rentrée en classe préparatoire aux
grandes écoles.

Durant cette semaine de travail, nous allons traiter dans I'ordre les chapitres suivants :

— Fonctions usuelles et réciproques

— Equations différentielles

— Suites et Récurrence

— Nombres complexes

— Nombres réels et Systemes linéaires
En vous souhaitant un agréable stage,

L’Equipe de Mathématiques
de Cours Thales.



Fonctions usuelles
et réciproques
Fiche de cours

1. Bijection : Définitions
Définitions et propriétés

Dans la suite, on supposera que E et F deux ensembles et que f est une application :

f+ E — F
T

f(z)

,—[Déﬁnition 1. Image} \

Si A C FE, on appelle image de A par ’application f le sous-ensemble de F' défini par :

f(A) ={f(z) € Fyz € A}.

,—[Déﬁnition 2. Composition] \

Soit I, J deux intervalles de R. u et v deux fonctions & valeurs réelles définies respectivement sur I
et J tels que u(l) C J.
On définit la fontion composée v o u par :

,—[Déﬁnition 3. Bijection] \

La fonction f est dite bijective si I'une de ces propriétés équivalentes est vérifiée :
e Pour tout y € F, I’équation f(x) =y d’inconnue 2z € E admet une unique solution.
e [l existe une application g de F' dans F tel que fog = idp et gof = idg.

Dans ce cas, g est unique, et appelée fonction réciproque de f et se note f~1.




Conseils méthodologiques

( N

Déterminer la réciproque d’une fonction bijective

Si f est une fonction bijective de E dans F alors f~! est définie de F' dans E. Pour déterminer I'image
d’un élément de F par f~!, on résout ’équation d’inconnue z dans E :

f@)=y+=z=f"(y).

Autrement dit f~!(y) est I'unique solution de I’équation f(z) = y.
- J

2. Fonctions exponentielle et logarithme

Fonction exponentielle

,—[Déﬁnition 4. Fonction exponentielle] \

La fonction exponentielle, notée exp, est I'unique fonction y dérivable vérifiant :

{ Ve € R, y'(x) = y(z)
y(0) =1

Proposition 1.
1. exp est une bijection strictement croissante de R sur ]0, +o0].
2. i = li = .
Jdim exp(z) =0 et Jhm exp(x) = +00

3. Y(z,y) € R?, exp(z +y) = exp(z) x exp(y).
4. exp est dérivable sur R et Vz € R, exp/(z) = exp(z).

Résoudre une équation avec une exponentielle

La résolution des équations d’inconnue e” ou Inx passe tres régulierement par le changement d’inconnue
X =e"ou X =Inuz.




Fonction logarithme

,—[Déﬁnition 5. Fonction logarithme népérien} N

La fonction logarithme népérien peut étre définie comme 'unique primitive de x — % sur |0, +o0[
qui s’annule en 1.
Notée In, elle est donc définie sur |0, +oo[ par :

In(z) :/ 1dt.
1t

L’application réciproque de In est la fonction exponentielle ¢’est-a-dire
Vz € R, Vy €]0, +o00[, exp(z) =y <= z = Iny.

35

Proposition 2.

Va,y €0, 400, In(ry) = In(x) + In(y).

Proposition 3.

In est une bijection strictement croissante de |0, +-o00[ sur R.
De plus, lim In(z) =400 et lim In(x) = —co
T—+00 z—0

Dérivée d’une composée

Proposition 4.

Soit I et J deux intervalles de R, w: I — R et v : J — R deux fonctions tels que u(I) C J.
Si les fonctions u et v sont dérivables sur leur ensemble de définition alors u o v est dérivable sur I et

VeI, (uov)(xz) = ov(z) x v'(z).



3. Fonctions trigonométriques

Définitions et propriétés

N

r—[Déﬁnition 6. Fonctions sinus et cosinus;

Dans le plan muni d’un repére orthonormé di-
rect (O, i, j ), on considére un cercle orienté
de centre O et de rayon 1. Soit  un réel et M
un point qui lui est associé.

On appelle cosinus de z et sinus de x les co-
ordonnées de M dans le repere (O, i, j ).
Le point M est alors de coordonnées

sin(x)

=~

cos(x)

(cos(x), sin(z)). '

=

Proposition 5.
Les fonctions sinus et cosinus sont définies sur
R, 27-périodiques.

Vo € R, cos(z + 27m) = cos(x) et
sin(x + 27) = sin(z).

De plus, la fonction sinus est impaire et la
fonction cosinus est paire.

sin(x)

=

cos(x)

Va € R, cos(—z) = cos(z) et \
sin(—z) = —sin(x).

Proposition 6. Dérivée des fonctions sinus et cosinus

Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R et

cos’ = —sin et sin’ = cos.

sin(-x)

cos(-x)

e
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,—[Déﬁnition 7. Tangente d’un angleW

J

LT
Pour 6 non congru a 5 modulo
T, ON POSe :

sin(x)

7

~— Théoreme 7.

7r
La fonction tan, définie sur R — {5 + km, k € Z} est m-périodique et impaire. Pour tout k € 7Z, elle

est dérivable sur I, = } —g + km, T + kw[ et :

2
Vz € I, tan’(z) = 1 + tan?(z) = L ;
cos?(x)
. . - T T
elle est donc strictement croissante sur I, et, en particulier, sur Iy = } 35 {

T | 0

bl

+00
tan 0 —
—00 /

Courbe de la fonction tangente



=y

=l

Proposition 8.

— Pour tout réel § # g [7], on a :

tan(—0) = —tan(f), tan(w + 0) = tan(f) et tan(m — 0) = — tan(h).

. 71' ™ 1
— Pour tout réel 8 £ 0 [5}, on a tan (5 — 0) = an(@)’
Théoremes
Proposition 9.
Les formules suivantes sont a connaitre par cceur.
1. sin(a 4 b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a); 6. tan(a — b) = tan(a) — tan(b) -
2. sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a); 1 o () ()
. i 7. sin(2a) = 2sin(a) cos(a).
3. cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b); N 5 )
8. cos(2a) = cos“a — sin“a = 2cos“a — 1 =
4. cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b); 1 — 2sinZa.
t + tan(b
5. tan(a+b) = an(a an(b) 9. tan(2a) = 2tan(a)

1 —tan(a) tan(b)’ 1 —tan%a’



Proposition 10.

Les formules suivantes sont a connaitre par cceur.

1. cos(a) cos(b) = = (cos(a + b) + cos(a — b)).

[l G

2. sin(a) sin(b) = = (cos(a — b) — cos(a + b)).

[\

3. sin(a) cos(b) = = (sin(a + b) + sin(a — b)).

b)cos(a ; b).

_b)cos(a+b).
2

a+b a—1>

5 ) cos( > ).

b —b
a—+ )sin(a2

N[ —

4. sin(a) + sin(b) = 2sin(a +

5. sin(a) — sin(b) = 2sin(a

6. cos(a) + cos(b) = 2 cos(

7. cos(a) — cos(b) = —2sin( ).

4. Dérivation et fonction réciproque

Théorémes

Proposition 11.

Considérons f une fonction dérivable sur un intervalle I de R telle que Vz € I, f’(x) > 0. La fonction
f est alors bijective de I dans J = f(I) et sa réciproque f~1 est dérivable sur J et

vyed, V() = m~



r—[ Fonction Arctan]

]-3.3[ — R

L’application tan ) est continue sur 'intervalle ] =27 [, strictement crois-

0 —  tan(x
sante, et lim tanxz = —oo, lim tanx = oo; I'application tan admet donc une réciproque, notée
== W=55
Arctan: R — |-Z,Z : e
] 29 2 [ et Arctan est continue sur R. On a ainsi :

x +— Arctan(x)

V(z,y) € R x ]—g, g [7 (y = Arctan(z) <= z = tany).
Arctan est impaire. Puisque tan est dérivable sur ] = = [ et que Vy € ]fg, % [, tan’y = 1+tan?y # 0,

Arctan est dérivable sur R et :

1 1 1

V c R7A t, ! — = = o
z rctan’(z) tan’(Arctanz) 1+ tan?(Arctanz) 1+ a2

-3 2 1 7|1 2 3 Arctan /

Conseils méthodologiques

Représenter une fonction réciproque

Les représentations des courbes de deux fonctions réciproques sont symétriques par rapport a l'axe y = x.

Calculer avec les fonctions réciproques

Attention, pour tout x réel, tan(Arctan (z)) = x (car I’Actant est définie sur R) mais Arctan (tanm) #
7. 1l faut bien faire attention aux ensembles ou les fonctions sont bijections. Par contre, on a toujours
Arctan (tanz) =z pour x €] — w/2,7/2].




Equations différentielles
Fiche de cours

1. Equations différentielles linéaires du premier ordre

Théorémes

,—[ Résolution d’une équation différentielle simple] \

Considérons ’équation différentielle suivante définie sur R :
(Eo ) ¥+ Ay =0 ol A est une constante réelle.
La solution générale de (Fy) est I’ensemble des fonctions définies sur R par

fo:x— CeMouC eR.

. J

Le but de cette partie est de résoudre les équations différentielles linéaire du premier ordre sous la forme :
y' +a(z)y = b(z)

ou a et b sont deux fonctions continues définis sur un intervalle I de R

,—[ Résolution des équations différentielles homogénes] \

Considérons ’équation homogene suivante définie sur [ :
(o) y' +a(@)y=0
a(t)dt _

La solution générale de (FEy) est 'ensemble des fonctions définies sur I par fy(z) = Ae™ J
AeA®) ot X € R et A est une primitive de a sur I.

. J

) ,

,—[ Résolution des équations différentielle

La solution générale de I’équation différentielle
(E)y +ay=0>

est la somme d’une solution particuliere avec la solution générale de I’équation différentielle homogene
associée.

11



Conseils méthodologiques

Savoir résoudre une équation différentielle

Vous devez savoir résoudre des équations différentielles «type» a l'aide des différents exemples et exercices
effectués.

s

Pour déterminer une solution particuliere, énongons plusieurs méthodes :
— (F) admet une solution évidente sous la forme du second membre.
— Principe de superposition des solutions. Si le second membre b se décompose de maniere simple
n

Déterminer une solution particuliere

en une combinaison linéaire de plusieurs fonctions de types variés b = E b, on pourra déterminer,

k=1
n

pour chaque équation (Fj) y' + ay = by une solution particuliere y, puis Zyk est une solution
k=1

particuliere de (E).

Méthode de variation de la constante (Méthode de Lagrange). En partant de la solution

générale de ’équation homogene sous la forme y = Ae~4 dans lintervalle I, on fait "varier la

constante" en cherchant une solution particuliere de I’équation différentielle sur I sous la forme :

yo(z) = )\(a:)e_A(I).

En injectant la fonction dans I’équation différentielle, on obtient généralement une équation diffé-
rentielle plus simple d’inconnue la fonction .

J




2. Equations différentielles linéaires du second ordre

Théorémes

,—[ Résolution des équations différentielles linéaires du second ordre homogéne}

Dans cette proposition, K = R ou C. Soient (a,b) € K2. Considérons I’équation différentielle homo-
gene suivante :
y' +ay +by=0

Considérons I équation caractéristique 72 + ar + b = 0 (inconnue r € K) et son discriminant
A = a? — 4b.
— 1° cas : L’équation caractéristique admet dans K deux solutions 71, ro distinctes alors la
solution générale de I’équation homogene s’écrit sous la forme

§(@) = M + dge'™

ou ()\1,)\2) c K2
— 2° cas : L’équation caractéristique admet dans K une solution double ry = (—%) (c’est & dire
A = 0) alors la solution générale de 1’équation homogene s’écrit sous la forme

y(z) = (Az + p)e™”

ot (A, p) € K2,

— 3° cas : L’équation caractéristique n’admet pas de solution dans K (c’est a dire : K = R,
A < 0 et deux solutions complexes conjugués : z = a =+ if3) alors la solution générale de
I’équation homogene s’écrit sous la forme

y(x) = (Acos (Bx) + psin (Bz)) e*® ot (A, p) € K2
ou,

y(x) = Acos(fz — ©)e®® ou (A, ) € R?.

.

,—[ Résolution des équations différentielles linéaires d’ordre 2)

J

Soient (a,b) € K2 et g est une fonction continue définie sur I intervalle de R. Considérons :
(E) y" +ay +by=yg

(Eo) " +ay' +by=0

La solution générale sur I de (E) est la somme de la solution générale de (Ep) et une solution
particuliere de(E).

Pour déterminer une solution particuliere avec un second membre particulier.

~— Théoréeme 1.

Soient m € K, P € K[X], .

h: I —
x — e™*P(x)

. Il existe au moins une solution sur I de I’équa-
tion différentielle

y'+ay +by=nh

de la forme y(z) = e™*Q(z), ot @ est un polynéme de degré :

— deg(P) si m n’est pas solution de ’équation caractéristique
— deg(P) + 1 si m est solution simple de ’équation caractéristique
— deg(P) + 2 si m est solution double de ’équation caractéristique.




s

Pour déterminer une solution particuliere, énongons plusieurs méthodes :

Déterminer une solution particuliére

— (E) admet une solution évidente sous la forme du second membre.
— Principe de superposition des solutions. Si le second membre b se décompose de maniere simple
n

en une combinaison linéaire de plusieurs fonctions de types variés b = E br, on pourra déterminer,

k=1
n

pour chaque équation (Ey) y”+ay’+cy = by, une solution particuliére yy, puis Z Y. est une solution
k=1

particuliere de (E).
— Si le second membre est sous la forme ™* P(x), chercher une solution sous la forme e™*Q(z) ou le

degré du polynéme @ dépend celui du polynéme P.

J

3. Récapitulatif des dérivées usuelles

Fonction f Dérivée f’ Ensemble de définition
e e C* e R
coszT —sinx R
sinz coszT R
—In | cos x| tan R—{Z+nmneZ}
In | sin z| cotanz R — {nm;n € Z}
tan x 5 =1+tan’z R—{%—&—mr;nEZ}
cqs®z
cotanz ————=-1- cotan? x R — {nm;n € Z}
sin” z
ot (a+1)z*aceR-Z R
1
In |z| — R*
Arctanz R

—

+

S
o




Suites et
récurrence
Fiche de cours

1. Récurrence

Théorémes
,—[ Principe de récurrence} \
. 0eE
Soit E € P(N) telle que : { VneB n+le B , alors E = N.
,—[ Démonstration par récurrence] \

Soit ng € N et P(n) une propriété portant sur un entier n tel que n > ng. Pour que P(n) soit vraie
pour tout n de N tel que n > ng, il faut et il suffit que I'on ait :

e P(ng) est vraie

e Pour tout n de N tel que n > ng, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

. J

f_[ Formule de bindme de Newton] <

V(a,b) € C2,¥n € N*, (a + b)" = (”) akbnk,

Conseils méthodologiques

Utiliser le raisonnement par récurrence

Le principe de récurrence est un modele de démonstration tres utilisé en Mathématiques. Il a pour avantage
de simplifier les démonstrations des résultats difficiles mais pour inconvénient de connaitre a priori le résultat
obtenu. La compréhension et la rédaction de ce principe est une des bases de votre apprentissage.

Utiliser la formule du bindme de Newton

La formule du bindme de Newton est tres régulierement utilisée. Il faut la connaitre par cceur.

15



2. Suites géométrique et arithmético-géométrique

Définitions et propriétés

,—[Déﬁnition 1. Suites géométriques}

Une suite (u,), dans R est dite géométrique si et seulement s’il existe r € R tel que :
Vn € N, upy1 = rig,.

L’élément r est appelé la raison de la suite géométrique (uy),,.
On a alors : Vn € N, u,, = ugr™.

Proposition 1.

Soit r € R; la suite géométrique (r™),, converge si et seulement si : || < 1 ou r = 1. De plus :

1. Si|rl<lalorsr™ — 0
n—-+oo

2. Sir €]l;+o00[ alors r* — 400
n—-+4oo

Proposition 2.

Soit (uy), une suite dans R géométrique de raison différente de 1 donc il existe r € R tel que :
Vn € N,upy1 = rig,.
,r,n+l

E=Uo— -
P 1—1r

,—[Déﬁnition 2. Suite arithmético-géométriqueW

J

Il s’agit des suites (uy),, de R telles qu'il existe (a,b) € R? tel que :
Vn € N,upq1 = auy, + 0.

Sia =1, il s’agit d’une suite arithmétique de raison b.

Théorémes

,—[ Suite arithmetico—géométrique]

Considérons la suite (uy,), définie par :
VneN, upt1 =au, +bota e R—{1} et b € R.
Alors avec A = a\ + b, on obtient que pour tout n de N,

Up = a™(ug — A) + A




3. Monotonie, limite et théoréme d’encadrement

Définitions et propriétés

,—[Déﬁnition 3. Suite majorée, minorée, bornée} \

— Une suite réelle (uy),, est dite majorée (respectivement minorée) s'il existe A € R tel que
Vn € N, u, < A (respectivement A < uy,).

— Une suite réelle ou complexe (uy),, est dite bornée s’il existe M € R, tel que : Vn € N,
lun| < M.

,—[Déﬁnition 4. Croissance, décroissance} \

Soit (uy),, une suite réelle.
e On dit que (uy,),, est (resp. strictement) croissante si et seulement si :

Vn € Ny u, < upt1 (resp. un < Upt)
e On dit que (uy),, est (resp. strictement) décroissante si et seulement si :
Yn € Njup41 < up, (resp. uptr < up)

e On dit que (uy),, est monotone si et seulement si (uy), est croissante ou (uy),, est décrois-

sante.
Théorémes
r—[ Théoréme de la limite monotone] N

1. Toute suite réelle croissante et majorée est convergente.

2. Toute suite réelle décroissante et minorée est convergente.

z—[ Théoréme d’encadrement] <

Soient (uy),,, (vn)n €t (wy)n trois suites réelles telles que :

N € N tel que Vn > N, u, < v, < w,
(Un),, €t (wy), convergent vers une méme limite £

Alors (vy, ), converge aussi vers /.

Conseils méthodologiques

Utiliser le théoréme de la limite monotone

Le théoreme de la limite monotone est tres important car il assure I'existence de la limite d’une suite
avant de pouvoir la calculer !




f Utiliser le bon théoréme

Dans le cours, il faut faire la différence entre deux types de théoreme :

1. Théoréme aboutissant a ’existence d’une limite : Théoréme de la limite monotone (principal),

2. Théoréme partant de ’existence d’une limite pour aboutir a la limite d’une autre suite :
Théoréme d’encadrement, théoreme sur la limite de somme, produit, ...

. J

Etudier une suite ou la puissance «varie»

Pour étudier la limite d’une suite sous la forme u?" ol u,, > 0, il faut mettre la suite sous la forme e¥r 2 un .
n b)

( N

Utiliser la méthode du télescopage
La méthode du « télescopage »dans une somme est a retenir. De maniere théorique, elle consiste a écrire

que :
n+1 n

n n n
D (ukgr —ur) =D uppr— > Uk =Y Up— 3 Uk = Uny1 — U
= k=0 k=0 k=1 k=0

k=0

Déterminer la valeur d’une limite

Tres fréquemment, si on sait qu’un suite qui vérifie une relation de récurrence converge, on passera a
la limite dans la relation afin d’obtenir une condition sur la limite.

4. Définition de la limite

Définitions et propriétés

,—[Déﬁnition 5. Convergence} \

— On dit qu’une suite numérique (uy,), converge vers / € R si et seulement si
Ve>0,IN e N,VneN,(n > N = |u, —¢| < ¢)

— On dit qu’une suite numérique (u,,),, converge s’il existe un réel £ € R tel que (u,), converge
vers /.

Théorémes

\

Unicité de la limite }

Si une suite numérique (u,), converge vers ¢ € R alors la limite est unique. On notera alors

lim wu, =¢.
n——+00




Nombres Complexes
Fiche de cours

1. Formes algébrique, trigonométrique et exponentielle

Définitions et propriétés

~(Définition 1. Module)

Soit z € C. Le module de z est le réel positif |z| = \/Re (2)2 + Im (2)2.
De plus, pour tout nombre complexe non nul, il existe un réel 6 unique a 27 pres, appelé argument
de z et noté Arg(z), tel que :

z = |z|(cos 0 + isin 6).

Proposition 1.

1. Vz € C, |2]? = 2z = z2.
2.VzeC, |z|l=1ez=1
3. VzeC, |z = |7|

4. Y(2,2) €Cx T, [2| = |2l|2'] et | 5] =

|z

Proposition 2.

1. Vz € C*, Arg(z) = — Arg(z) [27]

2. ¥(z,2') € C*%, Arg(zz') = Arg(z) + Arg(?)[27]
3. Vn € NVz € C*, Arg(z") =n Arg(z) [27]

4. ¥(z,2') € C*?, Arg (;) = Arg(z) — Arg(z’)[27]

19



,—[Déﬁnition 2. Forme trigonométrique] \

On note pour # € R : '
¢ = cosf + isin#.

La forme trigonométrique d’'un nombre complexe non nul z est I’écriture :

i0 6 eR

z=[p,0] ,ouencore z=pe” , peRL ,

Conseils méthodologiques

Utiliser I’écriture exponentielle d’un nombre complexe

L’utilisation de l’écriture exponentielle est & préférer pour simplifier les produits (quotients) de nombres
complexes. Pour la somme, il est recommandé d’utiliser I’écriture algébrique.

N 5 ./ 5 7 (& . ’
A laide de la proposition précédente, on obtient : e’ = ¢i(0+0) ot — — ST
e

( Utiliser la méthode de argument-moitié

La méthode de I'argument-moitié est a retenir :

. i Lty Lx—y _sz—y c Tty -y
el 4 el — i3 (eZ 2 e v ):ez 2 ><2COS< 5 >

8

5 3 izty cT—y _sT—y sz ty .. Xr —
e —eW=¢"2 (e’ z —e¢ 'z )zeZ 2 X2ZSIH< 5 )

<

2. Trigonométrie

Théorémes
N

f_[ Formule de Moivre |

Vn € N*, V0 € R, (e9)” = ™ ce qui donne la formule de Moivre :

(cosf + isin )" = cosnb + isinnd

.

~— Théoréme 3.

Pour tout z complexe différent de 1,

&L 1 — zntl
PR
1—=2

k=0
.
r—[ Formule d’Euler]

Pour tout x réel,
eiz e~ i e—iw




Conseils méthodologiques

( Linéariser de cos?(0) et sin?(6)

Pour linéariser cos? () et sinP(6),

eif | a—if eit _ o—i0
— on remplace cos § par ——— et sin 0 par 5 ,
ol 4 o—i0\P 0i0 _ =10\ P !
— on développe | ———— | et | ———— ] a l'aide de la formule du binéme de Newton pour
dével 5 t 5 a 'aide de la fa le du binéme de Newt
i

développer les formules d’Euler
— on regroupe les termes de la forme e**? + e=%% = 2 cos kx ou e

le résultat.
_ v

k0 _ o=ik0 — 9isin kx pour obtenir

( R

Expression de cos(nf) et sin(nf) en fonction de cos(f) et sin(f)
Pour développer cosnf ou sinnf, il faut appliquer la formule de Moivre et ensuite la formule du binéme
de Newton en calculant :

n
cosnf + isinnd = (cosf + isinf)" = Z (Z) cos"F fsin® 9k
k=0

Pour finir, il reste & déterminer la partie réelle de (cos@ + isin )™ pour obtenir la valeur de cos(nf) et la
partie imaginaire pour obtenir la valeur de sinnf.
- J

3. Equations

Définitions et propriétés

Définition 3. Racine n-iémej

— Si z € C, on appelle racine n-iéme de z tout Z € C tel que 2™ = z.
— Les racines n-iemes de 1 sont encore appelées racines n-iemes de ’unité.
L’ensemble des racines n-iemes de 1'unité est noté U,,.

,—[ Racine n-ieme d’un nombre complexe non nul] \

Soit n un entier naturel non nul.

Tout nombre complexe non nul admet, dans C, exactement n racines n-émes deux a deux distincts
c’est-a-dire ’équation 2™ = Z d’inconnue z admet exactement n solutions dans C pour tout Z
complexe non nul.

f_[ Résolution des équations z?> = Z dans C] \

Soient Z =X +iY € C' et z=a +1y € C.

?+y?=vVX2+Y?2
P=Z<¢ 2 y2=X
2zy =Y




,—[ Résolution algébrique d’une équation du second degré dans (C] \

Soit (a,b, c) € C* xC x C. Considérons I’équation az?+bz+c = 0, d’inconnue z € C. Soit A = b*>—4ac
le discriminant du trin6me, on a :
— si A # 0, alors ’équation admet deux solutions distinctes z; et z5 :
—b—9 —b+9

z1 = 5 29 = 9 ol ¢ est une racine carrée complexe de A
a a

— si A =0, ’équation a une unique solution, dite double :

—b

20 = ——.
2a

Les solutions, distinctes ou non, z1, 2o vérifient :

21+ 22 = —=b/a, 2125 = ¢/a.

Conseils méthodologiques

( ’ ’ . rd
Résoudre une équation du second degré dans C

Soit (a,b,c) € C* x C x C. Considérons I'équation az? + bz + ¢ = 0, d’inconnue z € C.
1. On calcule A = b? — 4ac.

2. — si A #£ 0, alors I’équation admet deux solutions distinctes z; et 25 :
—b—4§ —b+6
i Zo =
1 2% ) <22 % )

ou ¢ est une racine carrée complexe de A que ’on détermine a I’aide d’un systeme de trois équations
a deux inconnues.
— si A = 0, ’équation a une unique solution, dite double :

zZ0 = _%




Nombres réels et
Systemes linéaires
Fiche de cours

1. Nombres réels

Conseils méthodologiques

e . ’ g ”
Savoir rédiger une récurrence

Pour rédiger une récurrence :
1. Pour n dans N, rédiger clairement la propriété P(n) au rang n.
2. Initialisation : On vérifie que la propriété est vraie au rang initial. Dans la plupart des cas, 0 ou 1.

3. Hérédité : On suppose que la propriété est vérifiée a un rang n. Le but est de montrer qu’elle est
vérifiée au rang n + 1.
4. Conclure a 'aide du raisonnement par récurrence que la propriété est vraie pour tout entier n plus
grand que le rang d’initialisation.
- J

( N

Savoir majorer ou minorer des expressions
I1 faut bien connaitre les mécanismes qui permettent de majorer ou minorer des expressions. Voici quelques
exemples :
— Inégalité triangulaire
— Nombre réel au carré positif.
Exemple : (a + b)2 = a? + 2ab + b2 > 0 implique —2ab < a? + b2
— Croissance ou décroissance des fonctions de référence
— Croissance de 'intégrale

23



2. Systemes linéaires

Conseils méthodologiques

( R

Résoudre un systeme linéaire

A de rares exceptions prés, I'algorithme du pivot de Gauss est & la fois le plus économique en termes de
calcul et le plus susceptible de conduire sans encombre au résultat correct.
Soit (S) le systéme

anry + o0+ apT, = b

anry + -+ + A2pLyp = b2
(S

An1T1 + o+ GnpTp = by

Posons A = (a;,;) € My »(K) et B = (b;)ie[1,n]-
1. Opération sur la premiere colonne.

(a) Siai; # 0, alors on effectue les opérations pour tout 7 dans [[1,n],

(4751
L+ L; — LLl.
ail

La premiere colonne a alors uniquement sa premieére composante non nulle.
(b) Si a;; = 0 et qu'il existe iy dans [1,n] tel que a;,; # 0. On effectue alors Ly < L;,. Ainsi la
premiére composante de la premiére colonne est non nulle et on est ramené au cas précédent.
(c) Si la premiére colonne est nulle alors z; est un parametre de la solution du systéme linéaire.
2. Opération sur les colonnes suivantes.

On continue les opérations décrites précédemment en commencant par la ligne j de la colonne j pour
obtenir un systeme échelonnée par lignes.

3. On obtient un systeme triangulaire supérieure simple a résoudre en commencant par la derniere ligne
et en injectant les résultats trouvés dans les lignes précédentes de proche en proche.

. J
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