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Fonctions usuelles
et réciproques
Fiche d’exercices

Cette fiche d’exercices est accompagnée d’une fiche de cours ou vous trouverez les éléments de cours per-
mettant de résoudre les différents exercices qui suivent.

1. Bijection : Définitions

Exercice 1.

Donner des exemples de fonctions bijectives.

2. Fonctions exponentielle et logarithme
Fonction exponentielle

Exercice 2.

x —T

e” —e€

2
1. Résoudre pour tout y réel, I'équation y = sh(z) d’inconnue z.

On pose pour tout = réel, sh(x)=

2. En déduire que la fonction sh est bijective de R dans R et déterminer sa réciproque.

Fonction logarithme

Exercice 3.

Démontrer que :
Y,y €]0, +oo, In(zy) = In(z) + In(y).

Dérivée d’une composée

Exercice 4.

Montrer, de deux fagons différentes (calcul direct et étude de fonctions) que :

Ve e RyIn(z+ V1+22)+In(vV1+ 22 —z)=0.

3. Fonctions trigonométriques

Exercice 5.
Résoudre les équations :
a. cos2x +cosz = 0;

b. sinbx —sinxz = 0.



Exercice 6. (La transformation de acost + bsint.)

Soit a et b deux réels non nuls tous les deux (i.e 'un des deux au moins n’est pas nul).
Montrer qu'’il existe un réel ¢ € [—m, 7] tel que

vVt e R, acost+bsint = v/a? + b2 cos(t — ¢).

Résoudre alors dans R 1'équation /3 cos(2z) — sin(2z) = 1.

4. Dérivation et fonction réciproque

Exercice 7.

Soient I et J deux intervalles de R. f une application bijective de I dans J et f~! sa réciproque. Montrer que

si f et f~1 sont dérivables alors
1
vyeJ 7V (Y) = -
W= o)

Exercice 8.
On s’intéresse a l'application ¢ :  — zIn(x).
1. Etudier ¢, c’est a dire :
(a) Donner le domaine de définition de ¢;
(b) Dresser tableau de variation ( avec limites aux bornes ) et graphe.
2. Justifier que ¢ établit une bijection de [1/e; +oo[ sur [—1/e; +o0].
On note =1 : [~1/e, +00[— [1/e; +o0[ son application réciproque. Donner »~1(0).

. - )
! est dérivable sur | — 1/e, +00[, et que pour y > ——, (p 1) (y) = ————.
e y+ey)

4. Donner une équation cartésienne C de la tangente Ty au graphe de ¢~ ! au point d’abscisse 0.

3. Prouver que ¢~

5. Application : soit y € R. Discuter, en fonction de y, du nombre de solutions de I’équation
(E) : 2 =y, d’inconnue z € RT*. On pourra utiliser I’étude de (.

Exercice 9.

tan : }—g,g[ — R
x — tan

ment croissante, et lim tanx = —oo, lim tanz = oco.
z——3 =5

1. Montrer que 'application est dérivable sur 'intervalle |—Z, Z |, stricte-
(z) 272

2

Arctan: R —» ]—g,%[

srivabl
v — Arctan(z) dérivable sur

2. Montrer que I'application tan admet une réciproque, notée

R.
Déterminer la dérivée de Arctan.

3. Montrer que Arctan est impaire.

4. Représenter la fonction Arctan. On pourra utiliser le graphique de la fonction tangente mis a disposition
dans la fiche de cours.

Exercice 10.

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue = € R :

1
1. Arctanz = 2Arctan§

2. Arctanz + Arctan(2z) = %

Exercice 11.

, 1—
Etudier la continuité et la dérivabilité de f(x) = Arctan < g w)
x



Equations différentielles
Fiche d’exercices

Cette fiche d’exercices est accompagnée d’une fiche de cours ou vous trouverez les éléments de cours per-
mettant de résoudre les différents exercices qui suivent.

1. Equations différentielles linéaires du premier ordre

Exercice 1.
Considérons 1’équation différentielle suivante définie sur R :

(Eo ) v + Ay =0 oll \ est une constante réelle.
Montrer que la solution générale de (Ey) est 'ensemble des fonctions définies sur R par

fo:x— Ce*ouC eR.

Exercice 2.

1
y = 0 ou la fonction y est définie sur |0, +ool.

Résoudre 3’ — x 3
x

Exercice 3.
Résoudre (E) : y' + 2y = €2* + %, ol1 y est définie sur R.

Exercice 4.
Résoudre (E) : ¢/ = —y + e " cos(t), ot y est définie sur R.

Exercice 5.
Résoudre les équations différentielles suivantes :

a. y'(z) +y(z) = 2* — 22 + 3. c.y — < y = 2x(e” +1).
e’ +1
b. y +y=e* + 2. d. zeVy —2e¥ + 2% =0 sur |0, 1[.

2. Equations différentielles linéaires du second ordre
Exercice 6.
Résoudre : " + 3y’ +y = 0 ol y est définie sur R.

Exercice 7.
Résoudre : (E) y" — 5y’ + 6y = €** + 5¢~% ou y est une fonction définie sur R.

Exercice 8.
Résoudre les équations différentielles suivantes :



a0 T o

-y () + 3y (2) + 2y(x) = €.
.y +y==xcosx

Yy — Ay Ay = (23 + x)e?®
(1 + 2%y + 22y = 0.



Suites et
récurrence
Fiche d’exercices

Cette fiche d’exercices est accompagnée d’une fiche de cours ou vous trouverez les éléments de cours per-
mettant de résoudre les différents exercices qui suivent.

1. Récurrence

n n n
Exercice 1. (Z k, Zsz, Zkz?’)
k=0 k=0 k=0
Montrer que pour tout entier naturel n :

1. Zkzw

k=0 2
= n(n+1)(2n+1)
2. ) k=
k=0 6
= n?(n +1)2
3 Zk?’ —
k=0 4

Exercice 2.

1. Montrer que pour tout entier naturel p et n tel que p < n :

()= () =G e ()=

2. En déduire la formule du binéme de Newton par récurrence.

2. Suites géométrique et arithmético-géométrique

Exercice 3. (Description des suites arithmetico-géométrique)

Considérons la suite (uy,), définie par :
VneN, upp1 =au, +bouacRetbeR.

1. Montrer que si @ = 1 alors pour tout n entier naturel, u,, = nb + ug.
2. Supposons dans la suite a # 1.

(a) Posons A le réel tel que A = aA+ b et pour tout entier naturel n, v,, = u,, — A. Montrer que (v,,), est
une suite géométrique. En déduire une expression générale de v,,.

(b) En déduire que pour tout n de N, w,, = a™(ug — \) + A.

6



3. Monotonie, limite et théoreme d’encadrement

Exercice 4.
, . . . . . P sinn
1. Déterminer, si elle existe, la limite de la suite (v, )nen+ définie pour tout n dans N*, v,, = .

n

2. Soit a € R7.. Calculer si elle existe lim E(a”)% ou E(a) est la partie entiere de a.
n—-+4oo

Exercice 5.

Soit (un)neN une suite de nombre réels vérifiant pour tout naturel n, 0 < up41 — Uy < 3

1. Etudier la monotonie de (uy),,cy-
n—1

2. Calculer, pour n € N*| > (upq1 — ug).
k=0

3. En déduire que (uy,),cy converge et donner un encadrement de sa limite.

Exercice 6. (Avec décomposition d’une fraction rationnelle)

a
1. Déterminer des réels a, b et c tels que pour tout entier k > 3, =+ +

2. Utiliser ce qui précede pour calculer, pour n > 3, F,, = I;m

3. En déduire la convergence et la limite de la suite (F,),,- .

4. En étudiant la monotonie de (Fn)n>3, en déduire que cette suite est majorée par sa limite.
"1
5. Posons, si n € N*, G, = Zﬁ
k=1

(a) Etudier la monotonie de (Sn)pens-
(b) A laide de (F},), o+, majorer (Sy,)

(¢) Conclusion.

neN*-

Exercice 7.
, Uug = 1
Etudier la suite suivante : _ _Un  _ Pour cela, on procedera de la maniere suivante :
Un+1 = —
uz +1

1. Montrer que la suite (u,) est positive puis décroissante.

2. En déduire que la suite (u,,) est convergente. Notons ¢ sa limite.
L
241

3. Montrer que ¢ vérifie I’équation suivante : ¢ =

4. En déduire la valeur de /.

4. Définition de la limite

Exercice 8.

Démontrer que si une suite numérique (uy), converge vers £ € R alors la limite est unique.

Exercice 9.
Soient (un)n et (v,), deux suites réelles telles que u, < a et v, < b et u, + v, —+> a + b. Montrer que
n—-+oo

u, — aetv, — b
n—-+oo n—-+oo



Nombres Complexes
Fiche d’exercices

Cette fiche d’exercices est accompagnée d’une fiche de cours ou vous trouverez les éléments de cours per-
mettant de résoudre les différents exercices qui suivent.

1. Formes algébrique, trigonométrique et exponentielle

Exercice 1.

Ecrire sous forme trigonométrique :

1. 2=2—2i; <1+i)3
3. 2= - |
1—1
. 4. z = 1+itan(6), pour 6 réel différent de T modulo
1= iv3 ) 12 2
= V3+i’ 7. En déduire (14 4v/3) .
. s Y
Exercice 2. (Valeur exacte de cos (E) et sin (E))
- . . 7
On considere les nombres complexes : z; = V3 — i,20=2—2ieta= —.
2]
1. Déterminer le module et un argument des nombres complexes 21, 2o, 2} et z3.
2. En déduire la forme algébrique des nombres complexes 21, 25 et a.
3. Calculer le module et un argument de a.
4. Déduire des questions précédentes les valeurs exactes de cos (112) et sin (%) . Vérifier les résultats obtenus
avec votre calculatrice.
Exercice 3. (Méthode de ’argument moitié)
Ecrire sous forme trigonométrique :
Lz=0-9)"+14+)" 3. z=¢eW+e (z,y) € R
e —1
2. z=1+¢e*, 2R _mﬂce]—ﬁﬂf[

Exercice 4.

Montrer que pour tout réel z, e — 1| < |z|.

2. Trigonométrie

Exercice 5.

Soit « un réel, x # 0 mod 7.



1. Calculer cos(3z) en fonction de cos(z). 9. Calculer : sin(5)

sin x

Exercice 6.
n n
Calculer pour n € N*, z € R, Z cos(kz) et Z sin(kx).
k=0 k=0
Exercice 7.
Soit = un réel.
1. Linéariser sin’z. 3. Linéariser sin®(z).

2. Linéariser cos®z.

3. Equations

Exercice 8".

Soit n un entier naturel non nul et ¢ un nombre complexe non nul.
Montrer que I’équation 2™ = a admet n solutions distinctes dans C.

Exercice 9.
Résoudre dans C les équations :
4 14 V3.
1. z* = -3 + ’LT ]
2. wl=—1;
Exercice 10.

2i7w

Soit o =e75 .

1. Que vaut o®?

2. Calculer a* + o +a? + a + 1.

3. Montrer que (o? +a+1)(a® +a+1)(a* +a+1) = ala+ 1).
4. Soit n € N*. Calculer la partie imaginaire de (a? + a + 1)".
Exercice 11.

Calculer les racines deuxiemes de 2 — i sous forme algébrique.

Exercice 12.
Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C.
L (1—4)22—(5—14)z+10=0.
2. 22— (3+i)z+4+3i=0.
3. 22 —2iz+iV/3=0.



Nombres réels et
Systemes linéaires
Fiche d’exercices

Cette fiche d’exercices est accompagnée d’une fiche de cours ou vous trouverez les éléments de cours per-
mettant de résoudre les différents exercices qui suivent.

1. Nombres réels

Exercice 1.
Montrer que : V(z,n) € R x N, cos™ (z) = cos (a: + ng) et que sin™ (z) = sin (m + ng)

Exercice 2.

Démontrer les résultats suivants :
2n (_1)k+1 n 1

TR Y :Zn+k.

k=1 k=1

2. VneN*, 1+ Y kkl=(n+1).
k=1
ok 1
. NSy — =1 —
3. Wn e ’k;(kﬂ)! CESY]

Exercice 3.
Démontrer les inégalités suivantes (a, b et ¢ sont des nombres réels) :
1. (a+b)(b+ ¢)(c+ a) = Babe, avec a,b,c > 0.
2. a2+ b2+ c% > ab+ be + ca.

2 2 2
3. a‘+b < (a+b> '

2 2

Exercice 4.
1
1. Montrer que pour tout réel a > 0, a + — > 2.
a

2. Montrer que si a1, as2,...,a, >0 et ajas...a, =1, alors (14+a1)(1+az)...(1+a,) > 2™

Exercice 5.
Soit n € N* et T, = S (=1)*™(2k + 1)
k=1
1. En distinguant les cas n pair (n = 2m) et n impair (n = 2m + 1), déterminer
on = (-1 k.
k=1
2. Posons 7, = Z(—l)kH. Montrer que T}, = 20,, + 7, et en déduire la valeur de T,.
k=1

10



2. Systémes linéaires

Exercice 6.

r+ay+a®z = 1
Soit (a,b) € C2. Résoudre le systéme r+ay+abz = a .
br +a’y+a%bz = a2b
Exercice 7.
z—my+m?z = 2m r+y+mz =
Soit m € C. Résoudre { ma —m2y+mz = 2m et{ax+my—z =
mr+y—m?z = 1l-m r+y—z =

Exercice 8. (Systémes a paramétres)

Résoudre en discutant s’il y a lieu, les systémes suivants :

ar+y+z = «

1. r+ay+z = 1 ouaéeR.
r+yt+az = 1
z+ay + a’z = 1

2. x + ay + abz = a ou(ab) €R2

br + a’y +a?bz = a?b
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