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1 Ob ject ifs generaux de la format ion

Les mathematiques jouent un rôle important en sciences economiques et en gest ion, dans les domaines
notamment de la nance ou de la gest ion d'entreprise, de la nance de marche, des sciences sociales.
Les probabilit es et la stat ist ique interviennent dans tous les secteurs de l'economie et dans une grande
variete de contextes (act uariat , biologie, epidemiologie, nance quant itat ive, prevision economique...)
u la modelisat ion de phenomenes aleatoires a part ir de bases de donnees est indispensable.

L'object if de la format ion dans les classes preparatoires economiques et commerciales n'est pas de
former des professionnels des mathemat iques, mais des personnes capables d'ut iliser des out ils mathe-
mat iques ou d'en comprendre l'usage dans diverses situat ions de leur parcours academique et profes-
sionnel.
Les programmes d nissent les object ifs de l'enseignement de ces classes et decrivent les connaissances
et les capacites exigibles des etudiants. Ils precisent egalement certains points de terminologie et
certaines notat ions.
Les limites du programme sont clairement precisees. Elles doivent êt re respectees aussi bien dans le
cadre de l'enseignement en classe que dans l'evaluat ion.
Une fonct ion fondament ale de l'enseignement des mathematiques dans ces classes est de st ructurer la
pensee des etudiants et de les former a la rigueur et a la logique en insistant sur les divers types de
raisonnement (par equivalence, implication, l'absurde, analyse-synthese...).

2 Compet ences developpees

L'enseignement de mathemat iques en classes preparatoires economiques et commerciales vise en par-
t iculier a developper chez les etudiants les competences suivantes :

R echercher et m et t r e en uvr e des st r at egies adequat es : savoir analyser un probleme,
emet t re des conjectures notamment a part ir d'exemples, choisir des concepts et des out ils mathe-
mat iques pert inents.
M odel iser : savoir conceptualiser des situat ions concretes(phenomenes aleatoiresou deterministes)
et les traduire en langage mathemat ique, elaborer des algorithmes.
I nt erpr et er : êt reen mesured'interpreter desresultatsmathemat iquesdansdessituat ionsconcretes,
avoir un regard crit ique sur ces resultats.
R aisonner et argum ent er : savoir conduire une demonstrat ion, con rmer ou in rmer des conjec-
tures.
M â t r iser le for mal ism e et les t echniques m at hemat iques : savoir employer les symboles
mathemat iques a bon escient, êt re capable de mener des calculs de maniere pert inente et e cace.
Ut iliser avec discernement l'out il informat ique.
Communiquer par ecr i t et oralem ent : comprendre les enonces mathemat iques, savoir rediger
une solut ion rigoureuse, presenter une product ion mathemat ique.
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3 A rchit ect ure des programmes

Le programme de mathemat iques de deuxieme annee de la liere EC voie scient i que se situe dans
le prolongement de celui de premiere annee et permet d'en consolider les acquis. Son object if est de
fournir aux etudiants le bagage necessaire pour suivre les enseignements specialises de mathematiques,
economie et gest ion dispenses en Grande Ecole ou en troisieme annee de Licence a l'universite.
I l s'organise autour de quat re points forts :

En algebre lineaire, on int roduit la reduct ion des endormorphismes et des mat rices carrees ainsi que
les structures euclidiennes. Ces not ions d'algebre lineaire t rouveront des applicat ions en analyse lors
de l'opt imisat ion des fonct ions de plusieurs variables, mais aussi en probabilit es (etudes de châ nes
de Markov) et en analyse de donnees (stat ist iques descript ives bivariees).
En analyse, on complete l'etude des integrales generalisees debutee en premiere annee de classe
preparatoire et on int roduit les fonct ions de plusieurs variables d nies sur Rn ainsi que la not ion
de gradient . Au quat rieme semest re, on poursuit cette etude dans le but de resoudre des problemes
d'opt imisat ion avec ou sans contraintes, cruciaux en economie et en nance.
En probabilites, l'etude des variables aleatoires discretes, init iee au lycee et poursuivie en premiere
annee, se prolonge au troisieme semest re par l'etude des couples et des suites de variables aleatoires
discretes; au quat rieme semestre, les not ions sur les variables aleatoires a densite, abordees des la
premiere annee, sont completees. L'ensemble des not ions sera presente en lien avec la simulat ion
informat ique des phenomenes aleatoires. Un des object ifs est de permet tre, en n de format ion,
une approche plus rigoureuse (et une comprehension plus about ie) des methodes de l'est imat ion
ponctuelle ou par intervalles de con ance.
Les travaux prat iques de mathemat iques avec Scilab sont organises autour de six themes faisant
intervenir divers point s du programme de mathemat iques. L'object if est d'apprendre aux etudiants
a ut iliser Scilab de maniere judicieuse et autonome ainsi que de leur permet t re d'illust rer ou de
modeliser des situat ions concretes en mobilisant leurs connaissances mathemat iques. Les savoir-
faire et competences que les etudiants doivent acquerir lors de ces seances de t ravaux prat iques
sont speci es dans la liste des exigibles et rappeles en preambule de chaque theme. Les nouvelles
not ions mathemat iques introduites dans certains themes ne font pas part ie des exigibles du pro-
gramme. L'enseignement de ces t ravaux prat iques se deroulera sur les creneaux horaires dedies a
l'informat ique.

Au fur et a mesure de la progression, on aura a c ur de met tre en valeur l' interact ion ent re les di e-
rentes part ies du programme.

Le programme de mathemat iques est organise en deux semest res. Ce decoupage en deux semest res
d'enseignement doit êt re respecte. En revanche, au sein de chaque semest re, aucun ordre part iculier
n'est impose et chaque professeur conduit en toute liberte l'organisat ion de son enseignement , bien
que la presentat ion par blocs soit fortement deconseillee.

Le programme se presente de la maniere suivante : dans la colonne de gauche gurent les contenus
exigibles des etudiants; la colonne de droite comporte des precisions sur ces contenus ou des exemples
d'act ivites ou d'applicat ions.

Les developpements formels ou trop theoriques doivent êt re evites. I ls ne correspondent pas au c ur
de format ion de ces classes preparatoires.
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Les resultats ment ionnes dans le programme seront admis ou demont res selon les choix didact iques
faits par le professeur. Pour certains resultats, marques comme «admis», la presentat ion d'une de-
monst rat ion en classe est deconseillee.

Les seances de travaux diriges permettent de privilegier la prise en main, puis la mise en uvre par
les etudiants, des techniques usuelles et bien delimitees, inscrites dans le corps du programme. Cet te
mâ trise s'acquiert notamment par l'etude de problemes que les etudiants doivent in ne être capables
de resoudre par eux-mêmes.

Le logiciel Scilab comporte de nombreuses fonct ionnalit es permettant d' illustrer simplement certaines
not ions mathematiques. Ainsi, on ut ilisera des que possible l'out il informat ique en cours de mathema-
t iques pour visualiser et illust rer les not ions etudiees.

EN SEI GN EM EN T DE M AT H EM AT I QUES DU T ROISIEM E SEM EST RE

I - A lgebre lineaire et bil ineaire
Dans tout ce chapit re K designera R ou C.

1 - Complement s d'algebre lineaire

a) Changement de base

Matrice d'un endomorphisme dans une base. Rappels.
Matrice de passage de B vers B0. Notat ion PB;B0.
P 1

B0;B = PB;B0.
Formules de changement de base. X B = PB;B0X B0.

Mat B0(f ) = P 1
B;B0 MatB(f ) PB;B0.

Matrices semblables. Deux mat rices A et B carrees sont semblables
s'il existe une mat rice inversible P telle que
B = P 1AP.
A et B peuvent êt re interpretees comme les
mat rices d'un même endomorphisme dans des
bases di erentes.

nit ion d'un sous-espace stable par un endo-
morphisme.

Seule la d nit ion est exigible des etudiants.

b) Trace

La t race d'une mat rice carree est int roduite uniquement comme out il simple et e cace en vue de la
recherchedevaleurs propres. Tout developpement theorique est exclu. Aucun aut re resultat concernant
la t race n'est au programme.
Trace d'une mat rice carree.
Linearite de la t race.

Notat ion Tr(A).

Invariance de la t race par changement de base. Tr(A) = Tr(P 1AP).
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2 - Elements propres des endomorphismes et des mat rices carrees, reduct ion

Lesespacesvectorielsconsideres danscechapit resont d nis sur K. Dans toutecet tepart ie, f designera
un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension nie, et A une mat rice carree.

a) Vecteurs propres et espaces propres

Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces
propres d'un endomorphisme de E et d'une ma-
t rice carree.

Valeurs propres des mat rices t riangulaires.

Spectre d'un endomorphisme et d'une mat rice
carree.

Notat ions Sp(f ) et Sp(A).

Si Q est un polynôme, obtent ion d'elements
propres de Q(f ) a part ir d'elements propres
de f .

Si f (x) = x alors Q(f )(x) = Q( )x.
Si AX = X alors Q(A)X = Q( )X .

b) Recherche d'element s propres

Polynômes annulateurs d'un endomorphisme,
d'une matrice carree.

Exemples des homothet ies, des projecteurs et
des symet ries.

Si Q est un polynôme annulateur de f (respec-
t ivement A) et une valeur propre de f (res-
pect ivement A), alors est racine de Q.
Tout endomorphisme d'un espace de dimension

nie admet au moins un polynôme annulateur
non nul.
Toute mat rice carree admet au moins un poly-
nôme annulateur non nul.

Aucune aut re connaissance sur les polynômes
annulateurs ne gure au programme.

c) Proprietes generales

Un endomorphisme d'un espace de dimension
nie admet un nombre ni de valeurs propres et

ses sous-espaces propres sont en somme directe.

X

2 Sp(f )

dim ker(f IdE ) 6 dim(E).

Une concatenat ion de familles libres de sous-
espaces propres associes a des valeurs propres
dist inctes forme une famille libre de E .

En part iculier, une famille de vecteurs propres
associes a des valeurs propres dist inctes est une
famille libre.
Un endomorphisme d'un espace vectoriel de di-
mension n a au plus n valeurs propres.

d) Reduct ion des endomorphismes et des mat rices carrees

f est diagonalisable si et seulement s' il existe
une base B de E composee de vecteurs propres
de f .

Mat B(f ) est alors une mat rice diagonale.

Caracterisat ion des endomorphismes diagonali-
sables a l'aide des dimensions des sous-espaces
propres.

f est diagonalisable si et seulement siX

2 Sp(f )

dim ker(f IdE ) = dim(E).
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f est diagonalisable si et seulement si E est
somme directe des sous-espaces propres de f .

Si dim(E) = n, tout endomorphisme de E ad-
mettant n valeurs propres dist inctes est diago-
nalisable et les sous-espaces propres sont tous
de dimension 1.

Matrices diagonalisables, diagonalisat ion d'une
mat rice carree.

Interpretat ion matricielle des resultats prece-
dents.
A est diagonalisable si et seulement s' il exist e
une mat rice P inversible telle que P 1AP
est une mat rice diagonale. Les colonnes de P
forment une base de M n;1(R) const ituee de vec-
teurs propres de A.

Applicat ion au calcul des puissances d'un endo-
morphisme ou d'une matrice carree.

3 - Algebre bilineaire

L'object if de ce chapit re est d' int roduire les not ions fondamentales de l'algebre bilineaire dans le cadre
euclidien, ut ilisees en part iculier lors de l'etude des fonct ions de n variables. L'etude des endomor-
phismes symetriques sera faite au quat rieme semestre.
Les espaces vectoriels consideres dans ce chapitre sont des R-espaces vectoriels. On ident i era R et
M 1(R).

a) Produit scalaire

Produit scalaire, norme associee. Un produit scalaire est une forme bilineaire sy-
etrique, d nie posit ive.

Produit scalaire canonique sur Rn ; exemples de
produits scalaires.

Inegalite de Cauchy-Schwarz. Cas de l'egalite.
Vecteurs orthogonaux, sous-espaces orthogo-
naux.
Familles orthogonales, familles orthonormales
ou orthonormees.

On ne considerera que des familles nies.
Toute famille orthogonale ne contenant pas le
vecteur nul est libre.

Theoreme de Pythagore.

b) Espaces euclidiens

Dans ce paragraphe x, y designent des vecteurs d'un espace vectoriel et X, Y sont les colonnes coor-
donnees correspondantes dans une base.
Espace euclidien. Un espace euclidien est un espace vectoriel de

dimension nie sur R, muni d'un produit sca-
laire.

Existence de bases orthonormees. On pourra introduire la methode de l'orthonor-
malisat ion de Schmidt .

Coordonnees et norme d'un vecteur dans une
base orthonormee.

x =
X

i
hx; ei i ei , jjxjj2 =

X

i
hx; ei i 2.

Expression matricielle du produit scalaire et de
la norme euclidienne en base orthonormee.

hx; yi = tX Y ; jjxjj2 = tX X .
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Changement de bases orthonormees. La mat rice de passage est orthogonale :
P 1 = tP.
Aucune autre connaissance sur les mat rices or-
thogonales n'est au programme.

Supplementaire orthogonal d'un sous-espace
vectoriel.
Complet ion d'une famil le orthonormee en une
base orthonormee.

Notat ion F ? .

I I - Fonct ions reelles d nies sur Rn

1 - Int roduct ion aux fonct ions d nies sur Rn

Au t roisieme semest re, l'object if est de confronter les etudiants a la not ion de fonct ion reelle de
n variables, aux principales d nit ions tout en evitant les problemes de nature topologique. C'est
pourquoi le domaine de d nit ion des fonct ions sera systemat iquement Rn , muni de sa st ructure
euclidienne canonique. L'etude de la cont inuite d'une fonct ion en un point pathologique est hors
programme, ainsi que l'etude des recollements de formules lorsque f est d nie sur Rn par plusieurs
formules.

es que possible, les not ions int roduites seront illust rees a l'aide du logiciel Scilab.
Fonct ions d nies sur Rn a valeurs dans R. On donnera de nombreux exemples de fonct ions

de 2, 3 ou n variables reelles.
Les fonct ions polynomiales de n variables
donnent des exemples simples de fonct ions de-
nies sur Rn .

Equat ion du graphe d'une fonct ion d nie
sur Rn .

Cas des fonctions a nes de n variables.

Lignes de niveau pour les fonct ions de deux va-
riables.

On se limitera a des exemples simples.

Cont inuite d'une fonct ion de Rn dans R. Une fonct ion f , d nie sur Rn , est cont inue au
point x0 de Rn si : 8" > 0; 9 > 0; 8x 2 Rn ,

jjx x0jj 6 =) jf (x) f (x0)j 6 " .
f est cont inue sur Rn si et seulement si f est
cont inue en tout point de Rn .
Aucune di culte ne sera soulevee sur ce sujet .
On met tra en avant l'analogie avec la not ion de
cont inuite des fonct ions d'une variable vue en
premiere annee.
Les fonct ions polynomiales de n variables sont
cont inues sur Rn . Resultat admis.

Operat ions sur les fonct ions cont inues. Somme, produit , quot ient .
La composit ion d'une fonct ion cont inue sur Rn

a valeurs dans un intervalle I de R par une fonc-
t ion cont inuede I a valeurs dans R est cont inue.

esultats admis.
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2 - Calcul di erent iel

L'int roduct ion des not ions di erent ielles concernant les fonct ions numeriques de plusieurs variables
eelles se fait en se limitant aux fonct ions d nies sur Rn . La determinat ion de la classe d'une fonct ion

n'est pas au programme.
La recherche d'extremum est abordee ici, jusqu'a la condit ion necessaire du premier ordre.
Les fonct ions sont desormais supposees d nies et cont inues sur Rn .

a) Derivees part ielles, gradient

Fonct ions part ielles en un point .
erivees part ielles d'ordre 1. Notat ion @i (f ).

Gradient en un point x. Notat ion r (f )(x).
r (f )(x) est l'element de Rn egal a
(@1(f )(x); : : : ; @n (f )(x)).

Fonct ions de classe C1 sur Rn . Les fonct ions polynomiales de n variables sont
des fonct ions de classe C1 sur Rn . Resultat ad-
mis.

Operat ions sur les fonct ions de classe C1. Somme, produit , quot ient .
La composit ion d'une fonct ion de classe C1 sur
Rn a valeurs dans un intervalle I de R par une
fonct ion de classe C1 sur I a valeurs dans R est
de classe C1.

esultats admis.
Pour une fonct ion de classe C1 : existence et
unicite d'un developpement limite d'ordre 1 en
un point .

f (x + h) = f (x) + hr (f )(x); hi + jjhjj" (h) ou
"(0) = 0 et " cont inue en 0. Resultat admis.

b) Derivee direct ionnelle

Droite D passant par x, de vecteur directeur u. Parametrisat ion : t 7! x + tu; t 2 R.
Si f est de classe C1, derivee de la fonct ion g

nie sur R par :
g(t) = f (x + th).

g0(t ) = hr (f )(x + th); hi .

erivee direct ionnelle de f au point x dans la
direct ion h.

g0(0) = hr (f )(x); hi .
On en deduira une interpretat ion geomet rique
du gradient dans le cas ou h est un vecteur de
norme 1.

c) Recherche d'ext remum : condit ion d'ordre 1

nit ion d'un extremum local, d'un ext remum
global.
Condit ion necessaire du premier ordre.
Point crit ique.

Si une fonct ion f de classe C1 sur Rn ad-
met un ext remum local en un point x, alors
r (f )(x) = 0.
Les points ou le gradient s'annule sont appeles
points crit iques. Toutes les derivees direct ion-
nelles en ces points sont nulles.
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I I I - Complement s de probabi li t es ; couples et n-uplet s de var iables aleat oires reel les

L'object if est double :

d'une part , consolider les acquis de premiere annee concernant les variables aleatoires discretes,
et enrichir le champ des problemes etudies, avec, en part iculier, l'etude simultanee de variables
aleatoires (vecteurs aleatoires de Rn ) ;
d'autre part , e ectuer une etude elementaire des lois cont inues usuelles discretes ou a densite.

On fera des liens ent re certaines lois dans le cadre des approximat ions et des convergences, ainsi que
les liens ent re stat ist ique et probabilit es dans le cadre de l'est imat ion.

Pour l'etude du cas discret , on pourra ut iliser les not ions et les enonces classiques suivants sur les
familles sommables absolument convergentes. Tout cours theorique sur les familles sommables est
fortement deconseille et on se limitera a une approche heurist ique.
On admet que les manipulat ions ensemblistes classiques (produits nis, reunions denombrables) d'en-
sembles denombrables fournissent encore des ensembles denombrables. On remarquera en part iculier
que l'ensemble N N est denombrable. Aucune di culte ne sera soulevee sur ces not ions, qui ne sont
pas exigibles des etudiants, et tout exercice ou probleme y faisant reference devra imperat ivement les
rappeler.
Soit I un ensemble denombrable in ni, indexe par N sous la forme I = f ' (n); n 2 Ng ou ' est une
biject ion de N dans I . Si la serie

P
u ' (n) converge absolument , alors sa somme est independante de

l' indexat ion ' , et pourra egalement êt re notee
P

i 2 I
ui . L'etude de cet te convergence n'est pas un object if

du programme. On dira alors que la serie est absolument convergente (ou convergeabsolument). Toutes
les operat ions (somme, produit , regroupement par paquets, etc.) sont alors licites. Ainsi :

Si I =
F

j 2 J
I j (union disjointe) avec J un ensemble denombrable et I j des ensembles denombrables

pour tout j , alors :
P

i 2 I
ui =

P

j 2 J

P

k2 I j

uk :

Si I et J sont des ensembles denombrables, alors :
P

i 2 I
ui

P

j 2 J
vj

!

=
P

(i ;j )2 I J
ui vj .

On admett ra que les theoremes ou les techniques classiques concernant les series s'etendent dans ce
cadre.

1 - Complement s sur les variables aleatoires reelles

a) Generalites sur les variables aleatoires reelles

-algebre B des boreliens. Aucun developpement theoriquesur la t ribu des
boreliens n'est au programme.
On admett ra que pour tout borelien B et pour
toute variable aleatoire reelle X d nie sur

; A ), [X 2 B ] appart ient a A .
-algebre associee a une variable aleatoire X . Notat ion A X . C'est la plus pet ite t ribu conte-

nant les evenements [X 6 x] pour tout reel x.
Elle represente l' informat ion fournie par X .

Une somme, un produit de variables aleatoires
sont des variables aleatoires.

esultat admis.
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b) Esperance et condit ionnement pour les variables aleat oires discretes

Existence d'une esperance par dominat ion. Si X et Y sont deux variables aleatoires dis-
cretes veri ant 0 6 jX j 6 Y presque ŝure-
ment, et si Y admet une esperance, alors X
admet egalement une esperance. Dans ce cas,
jE (X )j 6 E (Y ). Resultat admis.

Croissance de l'esperance pour les variables
aleatoires discretes.

esultat admis.

Esperance condit ionnelle. Si A est un evenement de probabilite non nulle,
E (X jA) est l'esperancedeX , si elle existe, pour
la probabilit e condit ionnelle PA .

Formule de l'esperance t otale. Soit X une variablealeatoire discrete d nie sur
; A ; P), soit (An ) un systeme complet d'eve-

nements et J l'ensemble des ent iers n tels que
P(An ) 6= 0. Alors X admet une esperance pour
P si et seulement si la serie :X

(x;n)2 X ( J

x PA n ([X = x]) P (An )

converge absolument . Dans ce cas, pour tout n
dans J , l'esperance E (X jAn ) est d nie et

E (X ) =
X

n2 J

E (X jAn )P (An ).

c) Complements d'analyse

Reste d'une integrale convergente.
Prat ique de l' integrat ion par part ies pour les
integrales sur un intervalle quelconque.

L' integrat ion par part ies sera prat iquee pour
des integrales sur un segment, on e ectuera en-
suite un passage a la limite.

Changement de variables. Si f est cont inue sur ]a; b[, si ' est une bi-
ject ion de ] [ sur ]a; b[, croissante et de

classe C1, alors les integrales
Z b

a
f (u)du et

Z
f (' (t))' 0(t)dt sont de même nature et en

cas de convergence sont egales.
Enonce analogue dans le cas ou ' est decrois-
sante.
Les changements de variables non a nes de-
vront êt re indiques aux candidats.

d) Complements sur les variables aleat oires a densite

La notion generale d'esperance ou des moments d'ordre superieur d'une var iable aleatoire reelle quel-
conque est hors d'atteinte dans le cadre de ce programme. Neanmoins, on admettra que le theoreme de
transfert permet de calculer l'esperance de g(X ) dans le cas ou X est une variable aleatoire a densi te.
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Exemples simples de calculs de fonct ions de
epart it ion et de densites de fonct ions d'une va-

riable aleatoire a densite.

Rappels de premiere annee pour des densites de
variables aleatoires de la forme aX + b (a 6= 0).
En complement de la premiere annee, les etu-
diants devront savoir ret rouver les lois de X 2 et
' (X ) avec ' de classe C1 strictement monotone
sur X ( ).

Theoreme de t ransfert . Si X est une variable aleatoire ayant une den-
site f X nulle en dehors de l' intervalle ]a; b[, avec

1 6 a < b 6 + 1 , et si g est une fonct ion
cont inue sur ]a; b[ eventuellement prive d'un
nombre ni de points, E (g(X )) existe et est

egale a
Z b

a
g(t)f X (t)dt si et seulement si cet t e

integrale converge absolument.
On pourra le demont rer dans le cas ou g est
de classe C1, avec g0 st rictement posit ive (ou
strictement negat ive) et le veri er dans des cas
simples.
Cette demonstrat ion n'est pas exigible.

Croissance de l'esperance pour les variables
aleatoires a densite.

esultat admis.

Variance, ecart-type. Variables aleatoires cen-
t rees, cent rees reduites.
Variance d'une variable aleatoire suivant une
loi usuelle (uniforme sur un intervalle, exponen-
t ielle, normale).

Exemples de variables aleatoires n'admet tant
pas d'esperance ou de variance.

Moment d'ordre r (r 2 N ). Notat ion mr (X ) = E(X r ).

e) Complements sur les lois usuelles

Lois . Esperance et variance d'une variable
aleatoire suivant une loi .

X suit une loi ), avec > 0, si X admet
comme densite :

f X (t ) =

8
<

:

0 si t 6 0
1

)
t 1e t si t > 0;

avec ) =
Z + 1

0
t 1e t dt. Pour le calcul

des moments de la loi , on pourra etablir
+ 1) = ) et (n + 1) = n! pour tout

ent ier n de N.
Transformees a nes de variables aleatoires sui-
vant des lois normales.

Si X suit une loi normale, et si a et b sont
deux reels, avec a 6= 0, alors la variable alea-
toire aX + b suit egalement une loi normale.

Propriete de la fonct ion de repart it ion de la loi
normale cent ree reduite.

Pour tout reel x : x) = 1 (x).
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2 - Couples de variables aleatoires

a) Cas general ; independance

Loi d'un couple de variables aleatoires reelles. La loi d'un couple (X ; Y ) de variables aleatoires
eelles est donnee par la fonct ion F(X ;Y ) nie

sur R2 par :
F(X ;Y ) (x; y) = P([X 6 x] \ [Y 6 y]).

Si deux couples (X 1; Y1) et (X 2; Y2) ont même
loi et si g est une fonct ion cont inue sur R2

a valeurs dans R, alors les variables aleatoires
g(X 1; Y1) et g(X 2; Y2) ont la même loi.

esultat admis.

Independance de deux variables aleatoires. Deux variables aleatoires X et Y sont indepen-
dantes si et seulement si pour tous reels x et y :
P ([X 6 x] \ [Y 6 y]) = P([X 6 x]) P ([Y 6 y]).

Caracterisat ions de l'independance de deux va-
riables aleatoires.

Deux variables aleatoires X et Y sont inde-
pendantes si et seulement si
P ([X 2 I ] \ [Y 2 J ]) = P([X 2 I ])P ([Y 2 J ])

pour tous intervalles I et J de R.
X et Y sont deux variables aleatoires inde-
pendantes si et seulement si tout evenement
A de A X est independant de tout evenement
B de A Y .
esultats admis.

Esperance condit ionnelle dans le cas de l'inde-
pendance.

Soit X une variable aleatoire discrete. Si Y est
independante de X et si A 2 A Y est de proba-
bilite non nulle, alors E (X ) = E(X jA).

b) Couples de variables aleatoires reelles discretes

Caracterisat ion de la loi d'un couple (X ; Y ) de
variables aleatoires discretes.

La loi d'un couple (X ; Y ) de variables alea-
toires discretes est caracterisee par la donnee
des valeurs P([X = x] \ [Y = y]) pour tout
(x; y) 2 X ( Y( ).

Caracterisat ion de l' independance de deux va-
riables aleatoires discret es.

Deux variables aleatoires X et Y discretes sont
independantes si et seulement si pour tout
(x; y) 2 X ( Y( ),
P ([X = x] \ [Y = y]) = P([X = x])P ([Y = y]).

Loi dela sommededeux variablesaleatoiresdis-
cretes et independantes, produit de convolut ion
discret .

P([X + Y = z]) =
P

x2X ( )
P([X = x])P([Y = z x]).

Stabilit e des lois binomiales et de Poisson. Si X 1 et X 2 sont deux variables alea-
toires independantes suivant respect ive-
ment des lois B(n1; p) et B(n2; p), alors
X 1 + X 2 ,! B(n1 + n2; p).
Si X 1 et X 2 sont deux variables aleatoires in-
ependantes suivant respect ivement des lois

P( 1) et P( 2), alors X 1 + X 2 ,! P ( 1 2).
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Loi d'une variable aleatoire Z = g(X ; Y ) ou g
est une fonct ion d nie sur l'ensemble des va-
leurs prises par le couple (X ; Y ).

On remarquera que A Z A (X ;Y ) .
On se limitera a des cas simples tels que
min(X ; Y ); max(X ; Y ); X + Y .

Esperance de Z = g(X ; Y ) et theoreme de
t ransfert .

Sous reserve de convergence absolue :

E (Z ) =
X

(x;y)2 X ( Y ( )

g(x; y)P([X = x] \ [Y = y]):

esultat admis.

Linearite. esultat admis.
Esperance d'un produit de variables aleatoires
discretes independantes.

Si X et Y sont deux variables aleatoires dis-
cretes independantes admet tant une esperance,
alors X Y admet egalement une esperance et
E (X Y) = E(X )E (Y ). On pourra admett re ce
esultat .

Covariance de deux variables aleatoires dis-
cretes admet tant un moment d'ordre2. Proprie-
es.

Notat ion Cov(X ; Y ).
Bilinearite, symet rie, posit ivitede la covariance.

Formule de Huygens. Cov(X ; Y ) = E(X Y ) E(X )E(Y).
Si X et Y sont independantes et admettent un
moment d'ordre 2, leur covariance est nulle. La
eciproque est fausse.

cient de correlat ion lineaire.
Proprietes.

Notat ion (X ; Y ).
(X ; Y )j 6 1. Interpretat ion dans le cas ou

(X ; Y ) = 1.
Variance de la somme de deux variables alea-
toires discretes.

c) Couples de variables aleat oires reelles a densit e

En cas d'ut ilisat ion du produit de convolut ion, la preuve de sa legit imite n'est pas exigible des candi-
dats.
Linearite, posit iviteet croissancede l'esperance. esultat admis.
Densite de la somme Z = X + Y de deux va-
riables aleatoires a densite independantes, pro-
duit de convolut ion.

Si la fonct ion h d nie par la relat ion

h(x) =
Z + 1

1
f X (t)f Y (x t)dt est d nie et

cont inue sauf peut-êt re en un nombre ni de
points, c'est une densite de Z .
C'est le cas si f X (ou f Y ) est bornee.

Stabilit e de la loi pour la somme. Si X 1 et X 2 sont deux variables aleatoires inde-
pendantes suivant respect ivement des lois 1)
et 2), alors X 1 + X 2 ,! 1 2).

Stabilite de la loi normale pour la somme.
Esperance d'un produit de variables aleatoires
a densite independantes.

Si X et Y sont deux variables aleatoires a den-
site independantes admettant une esperance,
alors X Y admet egalement une esperance et
E (X Y) = E(X )E (Y ). Resultat admis.
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Variance de la somme de deux variables alea-
toires a densite independantes.

esultat admis.

3 - n-uplets de variables aleatoires reelles ; generalisat ion des propriet es de l'esperance et de la
variance

Dans cet te part ie, on etend la not ion de loi de coupledevariables aleatoires a un vecteur aleatoire, puis,
de maniere intuit ive, la not ion d'esperance a une somme de variables aleatoires admettant chacune une
esperance. La d nit ion de l'esperance generale ou des moments d'une variable aleatoire dans un cadre
quelconque n'etant pas au programme, toute di culte s'y ramenant est ecarter. On admet tra que
les proprietes operatoires usuelles de l'esperance et la variance se generalisent aux variables aleatoires
quelconques.
Loi d'un vecteur aleatoire a valeurs dans Rn .
Loi marginale.

La loi d'un vecteur (X 1; : : : ; X n ) de variables
aleatoires reelles est donne par la fonct ion
F(X 1;:::;X n ) nie sur Rn par :

F(X 1;:::;X n ) (x1; : : : ; xn ) = P
nT

i = 1
[X i 6 x i ] .

Aucune di culte ne sera soulevee sur cet te no-
t ion.

Caracterisat ion de la loi d'un vecteur aleatoire
discret a valeurs dans Rn .
Si deux vecteurs (X 1; X 2; : : : ; X n ) et
(Y1; Y2; : : : ; Yn ) ont même loi et si g est une
fonct ion cont inue sur Rn a valeurs dans R, alors
les variables aleatoires reelles g(X 1; X 2; : : : ; X n )
et g(Y1; Y2; : : : ; Yn ) ont même loi.

Aucune di culte ne sera soulevee.
esultat admis.

Esperance d'une somme de variables aleatoires. Si X et Y admettent une esperance, X + Y ad-
met uneesperanceet E (X + Y) = E(X )+ E(Y ).

eneralisat ion a n variables aleatoires.
esultats admis.

Croissance de l'esperance. Si X 6 Y presque sûrement et si X et Y ad-
mettent une esperance, alors E(X ) 6 E(Y ).

esultat admis.
Existence d'une esperance par dominat ion. Si X et Y sont deux variables aleatoires veri-

ant 0 6 jX j 6 Y presque ŝurement , et si Y
admet une esperance, alors X admet egalement
une esperance. Dans ce cas, jE (X )j 6 E(Y).

esultat admis.
Independance mutuelle de n variables aleatoires
eelles.

X 1, . . ., X n sont mutuellement independantes si
et seulement si :

F(X 1;:::;X n ) (x1; : : : ; xn ) =
nQ

k= 1
FX k (xk)

pour tous reels x1; : : : ; xn .
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Caracterisat ion de l' independance mutuelle de
n variables aleatoires reelles.

X 1, . . ., X n sont mutuellement independantes
si et seulement si :

P
nT

i = 1
X i 2 I i =

nQ

i = 1
P([X i 2 I i ])

pour tous intervalles I 1, . . ., I n de R.
X 1, . . ., X n sont mutuellement independantes
si et seulement si toute famille d'evenement s
(A1; : : : ; An ), avec Ak element de A X k , est
une famille d'evenements mutuellement inde-
pendants.
esultat admis.

Caracterisat ion de l' independance mutuelle de
n variables aleatoires reelles discretes.

P
nT

i = 1
[X i = x i ] =

nQ

i = 1
P([X i = x i ]) pour tout

(x1; : : : ; xn ) 2 X 1 : : : X n ).
esultat admis.

Lemme des coalit ions. Si X 1, X 2 ,. . ., X n , sont independantes, tout e
variablealeatoire fonct ion deX 1, X 2, . . ., X p est
independante de toute variable aleatoire fonc-
t ion de X p+ 1, X p+ 2,. . ., X n .

esultat admis.
Esperance du produit de variables aleatoires in-

ependantes.
Si X et Y admet tent une esperance et sont
independantes, X Y admet une esperance et
E (X Y) = E(X )E (Y ).

eneralisat ion a n variables aleatoires mutuel-
lement independantes.

esultats admis.
Variance d'une somme de variables aleatoires
independantes.

Si X et Y sont independantes et admettent
une variance, X + Y admet une variance et
V (X + Y) = V(X ) + V(Y).

eneralisat ion a n variables aleatoires mutuel-
lement independantes.

esultats admis.
Somme de variables aleatoires de Bernoulli in-

ependantes de même paramet re.
La somme de n variables aleatoires de Bernoulli
independantes et de même esperance p suit la
loi binomiale B(n; p).

Sommes de variables aleatoires independantes
suivant des lois de Poisson, des lois binomiales.
Loi de la somme de n variables aleatoires inde-
pendantes de loi E(1).

Pour etudier la somme de n variables aleatoires
independantes de loi E( ), on se ramenera apres
mult iplication par a unesommede n variables
aleatoires independantes de loi E(1).

Independancemutuelled'unesuite in niedeva-
riables aleatoires reelles discretes.

EN SEI GN EM EN T DE M AT H EM AT IQUES DU QUAT RI EM E SEM EST RE

I - Complement s d'algebre bi lineaire
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1 - Endomorphismes symet riques d'un espace euclidien, mat rices symet riques

Endomorphismes symet riques. Un endomorphisme f d'un espace vectoriel eu-
clidien E est symet rique si et seulement si pour
tout couple (x; y) de vecteurs de E , on a :

hf (x) ; yi = hx ; f (y)i .
Un endomorphisme est symetrique si et seule-
ment si sa mat rice dans une base orthonormee
est symet rique.
Si f est un endomorphisme symet rique et si F
est un sous-espace vectoriel stable par f , alors
F ? est stable par f .
Les sous-espaces propres d'un endomorphisme
symet rique f d'un espacevectoriel dedimension

nie sont deux a deux orthogonaux.

Si (uk)16 k6 p sont p vecteurs propres d'un endo-
morphisme symet rique f associes a des valeurs
propres dist inctes, alors la famille (uk )16 k6 p est
une famille orthogonale.

2 - Project ion ort hogonale

Project ion orthogonale sur un sous-espace vec-
toriel F .

Notat ion pF .

Si (u1; : : : ; uk) est une base orthonormee de F ,
alors :

pF (x) =
kP

i = 1
hx; ui i ui .

Si B est une base orthonormee de E et si
U1; : : : ; Uk sont les vecteurs colonnes associes
aux vecteurs u1; : : : ; uk dans la base B, alors :

Mat B(pF ) =
kX

i = 1

Ui
t Ui .

Si p est un projecteur, alors p est un projecteur
orthogonal si et seulement si c'est un endomor-
phisme symetrique.
Caracterisat ion par minimisat ion de la norme. v = pF (x) ( ) jjx vjj = min

u2 F
jjx ujj.

Applicat ion au probleme des moindres carres :
minimisat ion de jjAX B jj avec A 2 M n;p(R)
de rang p, B 2 M n;1(R) et X 2 M p;1(R).
La formule donnant la valeur de X realisant le
minimum n'est pas exigible.

3 - Reduct ion des endomorphismes et des mat rices symet riques

Si E est un espacevectoriel euclidien, tout endo-
morphisme symet rique de E est diagonalisable
et ses sous-espaces propres sont orthogonaux.

esultat admis.
Il existeunebaseB deE orthonormeecomposee
de vecteurs propres de f .
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Toute matrice symetrique reelle est diago-
nalisable avec une mat rice de changement de
base orthogonale.

Si A est symet rique reelle, il existe une mat rice
orthogonale P et une mat rice diagonale D telles
que D = P 1AP = tPAP.
Si X 1; : : : ; X n sont les colonnes de P, alors
(X i )16 i 6 n est une base orthonormee de
M n;1(R), formee de vecteurs propres de A as-
socies aux valeurs propres 1; : : : ; n . On a :

A =
nX

i = 1
i X i

tX i .

I I - Fonct ions reelles de n var iables ; recherche d'ext rema
L'object if est d'arriver a une bonne mâ t rise des problemes d'ext rema a part ir d'un minimum d'out ils
theoriques. L'espace Rn sera muni de la norme euclidienne usuelle.
La determinat ion de la nature topologique d'un ensemble n'est pas un object if du programme; elle
devra toujours êt re precisee. Neanmoins, il est necessaire de sensibiliser les etudiants aux not ions
d'ouvertset de fermes. Lesetudiantsont ete familiarises avec les fonct ions cont inues sur Rn au t roisieme
semestre, aussi on s'appuiera, pour mener une init iat ion a la topologie de Rn , sur les sous-ensembles de
Rn nis par des inegalites du type f x 2 Rn =' (x) < ag ou f x 2 Rn =' (x) 6 ag ou ' est une fonct ion
cont inue sur Rn. On donnera egalement la d nit ion d'un ensemble borne.
L'etude de fonct ions de n variables a valeurs dans R se limitera a des fonct ions d nies sur des sous-
ensembles de Rn pouvant êt re d nis simplement (reunion, intersect ion nies) a l'aide des ensembles
fermes ou ouverts precedents.
Les resultats seront enonces dans le cas de fonct ions de n variables. Pour les demonstrat ions, on pourra
se limiter aux cas n = 2 ou n = 3.
Aucune des demonstrat ions de ce chapit re n'est exigible des etudiants.
Dans ce paragraphe, h designe un vecteur de Rn et H la colonne coordonnee correspondante.

1 - Extension de la not ion de fonct ion reelle de n variables

Dans ce paragraphe, on etend a des fonct ions d nies sur un sous-ensemble de Rn, les not ions et
nit ions vues au troisieme semest re pour des fonct ions d nies sur Rn. Toute di culte concernant

la determinat ion de la classe d'une fonct ion est exclue.
Extension de la not ion de cont inuit e aux fonc-
t ions d nies sur un sous-ensemble de Rn .

Aucune di culte theorique ne sera soulevee.

Extension dela not ion de fonct ionsC1 aux fonc-
t ions d nies sur un ouvert de Rn .

Aucune di culte theorique ne sera soulevee.

Pour les fonct ions C1 nies sur un ouvert
de Rn : extension des not ions de derivees par-
t ielles, gradient , derivee direct ionnelle, develop-
pement limite d'ordre 1.

2 - Fonct ions de classe C2

erivees part ielles d'ordre 2. Notat ion @2
i ;j (f ).

@2
i ;j (f ) = @i (@j (f )).

Fonct ions de classe C2 sur un ouvert O de Rn . Les fonct ions polynomiales de n variables sont
de classe C2 sur Rn . Resultat admis.
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Operat ions sur les fonct ions de classe C2. Somme, produit , quot ient .
La composit ion d'une fonct ion de classe C2 sur

a valeurs dans un intervalle I de R par une
fonct ion de classe C2 sur I a valeurs dans R est
de classe C2.

esultats admis.
Theoreme de Schwarz. Si f est de classe C2 sur un ouvert O de Rn ,

alors pour tout point x deO et pour tout couple
(i ; j ) d'ent iers compris entre 1 et n :

@2
i ;j (f )(x) = @2

j ;i (f )(x).
Theoreme admis.

Matrice hessienne en un point x. Notat ion r 2(f )(x).
Si f est de classe C2 sur un ouvert O, alors la
mat rice hessienne est symet rique en tout point
de O.

Forme quadrat ique d nie sur Rn associee a une
mat rice symetrique reelle A.

q(h) = tH AH .

Existence et unicite d'un developpement limite
d'ordre 2 d'une fonct ion de classe C2 sur un
ouvert O.

f (x + h) = f (x) + hr (f )(x); hi +
1
2

qx (h) + jjhjj2" (h)
u "(0) = 0, " cont inue en 0 et qx est la

forme quadrat ique associee a la mat rice hes-
sienne r 2(f )(x).

esultat admis.

erivee seconde direct ionnelle de f au point x
dans la direct ion h.

La derivee seconde direct ionnelle de f au point
x dans la direct ion h est qx (h).
Si g(t) = f (x + th), alors g00(t ) = qx+ th(h) et
donc g00(0) = qx (h).

3 - Recherche d'ext rema

Dans un premier temps, on etendra rapidement les not ions vues au t roisieme semestre a une fonct ion
nie sur un sous-ensemble de Rn .

a) D nit ion

nit ion d'un extremum local, d'un ext remum
global.

b) Ext rema sur un ensemble ferme borne

Une fonct ion cont inue sur une part ie fermee
bornee admet un maximum global et un mini-
mum global.

esultat admis.
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Applicat ion a l'encadrement d'une forme qua-
drat ique sur Rn .

Si q est une forme quadrat ique associee a une
mat rice symetrique A, alors q admet un maxi-
mum global et un minimum global sur le ferme
borne f x 2 Rn=jjxjj = 1g.
Il existe alors deux reels et tels que pour
tout element h de Rn :

jjhjj2 6 q(h) 6 jjhjj2.

c) Condit ion d'ordre 1

Condit ion necessaire du premier ordre.
Point crit ique.

Si une fonct ion de classe C1 sur un ouvert O
de Rn admet un ext remum local en un point
x0 de O, alors r (f )(x0) = 0.
Les points ou le gradient s'annule sont appeles
points crit iques. Toutes les derivees direct ion-
nelles en ces points sont nulles.

d) Exemples de recherches d'ext rema sous une cont raint e quelconque

Dans tout ce paragraphe, O designe un ouvert de Rn et ' designe une fonct ion de classe C1 sur O. On
note alors C = f x 2 O=' (x) = cg l'ensemble des points veri ant la cont rainte ' (x) = c. On se placera
dans le cadre ou r (' )(x) est non nul pour tout element x de C; on dira alors que la contrainte est non
crit ique. L'etude d'une fonct ion le long de sa front iere est l'une des applicat ions de la maximisat ion
sous cont rainte.
Sur des exemples, on sensibilisera les etudiants a une interpretat ion graphique de l'opt imisat ion sous
cont rainte.

nit ion d'un ext remum local ou global sous
la cont rainte ' (x) = c d'une fonct ion f d nie
sur O.
Condit ion necessaire du premier ordre pour un
extremum sous la contrainte non crit ique C.

Si f est une fonct ion de classe C1 sur O, pour
que f at teigne un ext remum local en x0 sous la
contrainte non crit ique C, il faut qu' il existe un
eel tel que :(

' (x0) = c
r (f )(x0) = r (' )(x0)

.

esultat admis.
On ne soulevera pas de di culte theorique et
on se limitera a des exemples simples.

Applicat ion a l'encadrement d'une forme qua-
drat ique : cas d'egalite.

Si q est une forme quadrat ique associee a une
mat rice symetrique A, alors q admet un maxi-
mum global (respect ivement un minimum glo-
bal ) sous la contrainte jjxjj = 1, en un point
correspondant a un vecteur propre de la ma-
trice A associ a la plus grande valeur propre
(respect ivement la plus pet ite).
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e) Condit ion d'ordre 2

Etude locale d'une fonct ion f de classe C2 sur
un ouvert O en un point crit ique.

Si x0 est un point crit ique de f :
si Sp(r 2f (x0)) R+ , alors f admet un mi-
nimum local en x0,
si Sp(r 2f (x0)) R , alors f admet un maxi-
mum local en x0,
si Sp(r 2f (x0)) cont ient deux reels non nuls
de signes dist incts, f n'admet pas d'ext re-
mum en x0.

On fera le lien avec le signe de la forme quadra-
t ique qx0 .

Point selle (ou col).
Exemples de recherche d'ext rema globaux. On pourra faire une etude directe du signe sur

O de f (x) f (x0).
Dans les situat ions qui s'y prêtent , on pourra
etudier le cas ou pour tout x de O, qx est posi-
t ive (ou negat ive), par exemple en appliquant la
formule de Taylor avec reste integral a la fonc-
t ion g d nie par g(t) = f (x0 + th).

f ) Recherche d'ext rema sous cont raint e d' egalit es lineaires

Dans tout ce paragraphe C designe l'ensemble des solut ions d'un systeme lineaire

8
>><

>>:

g1(x) = b1
...

...
gp(x) = bp

et H

l'ensemble des solut ions du systeme homogene associe.
Condit ion necessaire du premier ordre sous la
cont rainte C.

Si f est une fonct ion de classe C1 sur un ou-
vert O, et si la restrict ion de f a C admet un
extremum local en un point x0, alors r (f )(x0)
est dans Vect(r (g1)(x0); : : : ; r (gp)(x0)). Pour
tout h de H , la derivee de f en x0 dans la di-
rect ion h est nulle.
On remarquera que :

H ? = Vect(r (g1)(x0); : : : ; r (gp)(x0)).
Point crit ique pour l'opt imisat ion sous
cont rainte.
Exemples de recherche d'ext rema globaux sous
cont rainte d'egalites lineaires.

On pourra faire une etude directe du signe sur
O de f (x) f (x0). On pourra, dans les situa-
t ions qui s'y prêtent , etudier le cas ou pour tout
x de C\ O et tout h de H on a qx (h) > 0 (res-
pect ivement qx (h) 6 0).

I I I - Probabi l it es : convergences, est imat ion

1 - Convergences et approximat ions
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a) Convergence en probabilit e

On pourra demont rer ces inegalites dans le cas d'une variable aleatoire discrete ou a densite.

Inegalite de Markov. Si X est une variable aleatoire posit ive ad-
mettant une esperance, alors pour tout reel a
strictement posit if :

P ([X > a]) 6
E(X )

a
:

On pourra appliquer cette inegalit a
Y = jX jr , r 2 N .

Inegalite de Bienayme-Tchebychev. Si X est une variable aleatoire admet tant un
moment d'ordre 2, alors :

8" > 0; P ([jX E(X )j > " ]) 6
V (X )

"2 .

Convergence en probabilit e. La suite (X n )n2 N converge en probabilite vers
X si :

8" > 0; lim
n! + 1

P([jX n X j > " ]) = 0.

Notat ion X n
P! X .

Loi faible des grands nombres pour une suite
devariablesaleatoires independantesadmet tant
une même esperance et une même variance.

Soit (X n )n2 N une suite de variables aleatoires
independantes ayant même esperance m et

même variance et soit X n =
X 1 + : : : + X n

n
.

Alors :
8" > 0; lim

n! + 1
P([jX n mj > " ]) = 0.

Composit ion par une fonct ion cont inue. Si X n
P! X et si f est une fonct ion cont inue

sur R a valeurs reelles, alors f (X n ) P! f (X ).
esultat admis.

b) Convergence en loi

nit ion de la convergence en loi d'une suite
(X n )n2 N de variables aleatoires vers X .

Notat ion X n
L! X .

La suite (X n )n2 N converge en loi vers X si
et seulement si en tout point de cont inuite x
de FX :

lim
n! + 1

FX n (x) = FX (x).

Cas ou les X n et X prennent leurs valeurs
dans Z.

La suite (X n )n2 N converge en loi vers X si et
seulement si :

8k 2 Z; lim
n! + 1

P([X n = k]) = P([X = k]).

Convergence en loi d'une suitede variables alea-
toires suivant la loi binomiale B(n; =n) vers
une variable aleatoire suivant la loi de Poisson
de parametre .
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Theoreme de Slutsky. Si (X n )n2 N converge en loi vers X et si
(Yn )n2 N converge en probabilite vers une
constante c, alors (X n + Yn )n2 N converge en
loi vers X + c et (X n Yn )n2 N converge en loi
vers cX .

esultats admis.
Composit ion par une fonct ion cont inue. Si (X n )n2 N converge en loi vers X et si f est

une fonct ion cont inue sur R a valeurs reelles,
alors (f (X n ))n2 N converge en loi vers f (X ).

esultat admis.
Theoreme limite central. Si (X n )n2 N est une suite de variables aleatoires

independantes et de même loi, admet tant une
esperance m et une variance 2 non nulle,

si on note : X n =
X 1 + : : : + X n

n
, alors la

suite de variables aleatoires cent rees reduites

X n =
p

n
X n m

converge en loi vers une

variable aleatoire suivant la loi normale cent ree
eduite.

D'ou, on a pour tout (a; b) tel que
1 6 a 6 b 6 + 1 :

lim
n! + 1

P([a 6 X n 6 b]) =
Z b

a

1p exp
t2

2
dt:

esultats admis.
Exemples d'approximat ions de la loi binomiale
et de la loi de Poisson par la loi normale.

Toutes les indicat ions devront êt re fournies aux
candidats quant a la just i cat ion de l'ut ilisat ion
des approximat ions.

2 - Est imat ion

L'object if de cet te part ie est d'introduire le vocabulaire et la demarche de la stat ist ique inferent ielle
en abordant , sur quelques cas simples, le probleme de l'est imat ion, ponctuelle ou par intervalle de
con ance. On se rest reindra a une famille de lois de probabilit es indexees par un paramet re scalaire
(ou vectoriel) dont la valeur (scalaire ou vectorielle) caracterise la loi. On cherche alors a est imer la
valeur du paramet re (ou une fonct ion simple de ce paramet re) a part ir des donnees disponibles.
Dans cecontexte, on considereun phenomenealeatoireet on s' interessea unevariablealeatoire reelleX
qui lui est liee, dont on suppose que la loi deprobabilit en'est pascompletement speci ee et appart ient a
une famille de lois dependant d'un parametre ecrivant un sous-ensemble de R (eventuellement de
R2). Le paramet re est une quant ite inconnue, ee dans toute l'etude, que l'on cherche a determiner
ou pour laquelle on cherche une informat ion part ielle.
Le probleme de l'est imat ion consiste alors a est imer la vraie valeur du parametre ou de g( ) (fonct ion
a valeurs reelles du paramet re ), a part ir d'un echant illon de donnees x1; : : : ; xn obtenues en observant
n fois le phenomene. Cet te fonct ion du parametre representera en general une valeur caracterist ique
de la loi inconnue comme son esperance, sa variance, son etendue...
On supposera que cet echant illon est la realisat ion de n variables aleatoires X 1; : : : ; X n nies sur un
même espace probabilisable ( ; A ) muni d'une famille de probabilit es (P ) . Les X 1; : : : ; X n seront
supposees P -independantes et de même loi que X pour tout .
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On appellera est imateur de g( ) toute variable aleatoire reelle de la forme ' (X 1; X 2; : : : ; X n ) ou ' est
une fonct ion de Rn dans R, eventuellement dependante de n, et independante de , dont la realisat ion
apres experience est envisagee comme est imat ion de g( ).
Si Tn est un est imateur, on notera, lorsque ces valeurs existent , E (Tn ) l'esperance de Tn et V (Tn ) la
variance de Tn , pour la probabilite P .

a) Est imat ion ponctuelle

Est imer ponctuellement g( ) par ' (x1; : : : ; xn ) ou ' (X 1; X 2; : : : ; X n ) est un est imateur de g( ) et
(x1; : : : ; xn ) est une realisat ion de l'echant illon (X 1; : : : ; X n ), c'est decider d'accorder a g( ) la valeur
' (x1; : : : ; xn ).
n-echant illon (X 1; : : : ; X n ) de variables
aleatoires reelles independantes et de même loi
que X .

Exemples de n-echant illons associes a une loi de
Bernoulli B(1; p) avec = p.

nit ion d'un est imateur. Un est imateur de g( ) est une variable aleatoire
de la forme Tn = ' (X 1; : : : ; X n ). La realisat ion
' (x1; : : : ; xn ) de l'est imateur Tn est l'est ima-
t ion de g( ). Cet te est imat ion ne depend que
de l'echant illon (x1; x2; : : : ; xn ) observe.

Exemples simples d'est imateurs. Exemple de la moyenne empirique
X 1 + X 2 + X n

n
.

Biais d'un est imateur. Si pour tout de , Tn admet une espe-
rance, on appelle biais de Tn en g( ) le reel
b (Tn ) = E (Tn g( ):

Est imateur sans biais. L'est imateur Tn de g( ) est sans biais si pour
tout de , E (Tn ) = g( ).

Suite (Tn )n> 1 d'est imateurs. Chaque Tn est de la forme ' (X 1; X 2; : : : ; X n ).
Est imateur convergent . Une suite d'est imateurs (Tn )n> 1 de g( ) est

convergente si pour tout , la suite (Tn )n> 1
converge en probabilite vers g( ).
Par abus de langage on dit aussi que l'est ima-
teur est convergent .

Composit ion par une fonct ion cont inue. Si (Tn )n> 1 est une suite convergente d'est ima-
teurs de g( ) et si f est une fonct ion cont inue
sur R a valeurs reelles, alors (f (Tn ))n> 1 est une
suite convergente d'est imateurs de f (g( )).

Est imateur asymptot iquement sans biais. Une suite (Tn )n> 1 d'est imateurs de g( ) est
asymptot iquement sans biais si pour tout
de ,

lim
n! + 1

E (Tn ) = g( ).

Risque quadrat ique d'un est imateur. Si pour tout de , Tn admet un moment
d'ordre 2, le risque quadrat ique de Tn en , not e
r (Tn ), est le reel :

r (Tn ) = E (Tn g( ))2 .

ecomposit ion biais-variance du risque quadra-
t ique d'un est imateur.

r (Tn ) = b (Tn )2 + V (Tn ).
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Condit ion su sante de convergence. Si pour tout de , lim
n! + 1

r (Tn ) = 0, alors la
suite d'est imateurs (Tn )n> 1 de g( ) est conver-
gente.
Cette convergence pourra êt re etudiee a l'aide
de l'inegalite de Markov.

b) Est imat ion par intervalle de con ance, intervalle de con ance asympt ot ique

S'il existe des criteres pour juger des qualit es d'un est imateur ponctuel Tn de g( ) (biais, risque,
convergence), aucune cert itude ne peut jamais êt re apport ee quant au fait que l'est imat ion donne la
vraie valeur a est imer.
La demarche de l'est imat ion par intervalle de con ance consiste a t rouver un intervalle aleatoire qui
cont ienne g( ) avec uneprobabiliteminimaledonnee. L'ut ilisat ion dans certains cas du theoreme limite
cent ral impose d' int roduire la not ion d' intervalle de con ance asymptot ique.
Dans tout ce paragraphe (Un )n> 1 et (Vn )n> 1 esigneront deux suites d'est imateurs de g( ) tels que
pour tout et pour tout n > 1, P ([Un 6 Vn ]) = 1.
Intervalle de con ance. Soit 2 [0; 1]. [Un ; Vn ] est un intervalle de

con ance de g( ) au niveau de con ance 1
si pour tout de ,

P ([Un 6 g( ) 6 Vn ]) > 1 .
Sa realisat ion est l'est imat ion de cet intervalle
de con ance.
On dist inguera probabilit e et con ance et on
eclairera ces not ions a l'aide de simulat ions in-
format iques.

Intervalle de con ance asymptot ique. On appelle intervalle de con ance asymptot ique
de g( ) au niveau de con ance 1 une suit e
([Un ; Vn ])n> 1 eri ant : pour tout de , il
existe une suite de reels ( n a valeurs dans
[0; 1], de limite , telle que pour tout n > 1,

P ([Un 6 g( ) 6 Vn ]) > 1 n .
Par abus de langage on dit aussi que [Un ; Vn ]
est un intervalle de con ance asymptot ique.

Est imat ion par intervalle du parametre d'une
variable aleatoire de Bernoulli.

On pourra comparer, en majorant p(1 p) par 1
4 ,

les intervalles de con ance obtenus par l' inega-
lite de Bienayme-Tchebychev, et les intervalles
de con ance asymptot iques obtenus par l'ap-
proximat ion normale de la loi binomiale.

Est imat ion par intervalle de con ance de l'espe-
rance d'une loi admet tant un moment d'ordre2.

On pourra demont rer ce resultat dans le cas
d'une loi admettant un moment d'ordre 4 : dans
ce cas, la suite (Sn )n> 1 des ecarts-types empi-
riques converge en probabilit e vers l'ecart -type

inconnu, ce qui permet d'ut iliser le theoreme
de Slutsky pour remplacer par Sn n d'ob-
tenir une est imat ion par intervalle de con ance
asymptot ique de l'esperance de la loi.
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T RAVA UX PRAT I QU ES DE M AT H EM AT I QUES AV EC SCI LA B

En premiere annee, les eleves ont acquis les bases de manipulat ion du logiciel Scilab. L'object if de
l'enseignement d' informatique de seconde annee est de permet t re aux etudiants d'ut iliser Scilab de
maniere judicieuse et autonome pour illust rer ou modeliser des situat ions concretes en mobilisant
leurs connaissances mathemat iques.

Les heures de t ravaux prat iques de mathemat iques avec Scilab peuvent êt re organisees sous di erentes
formes selon les contenus a enseigner ; certaines seances, notamment celles necessitant peu de manipu-
lat ions logicielles de la part des etudiants, pourront avoir lieu en classe ent iere, les aut res seances en
groupes reduits.
Le programme d'informat ique s'art icule autour de six themes : stat ist iques descript ives univariees,
stat ist iques descript ives bivariees, châ nes de Markov, fonct ions de plusieurs variables, simulat ion de
lois, est imat ion ponctuelle ou par intervalle de con ance.

L'ordre dans lequel les themes sont abordes est libre, mais il est preferable de mener ces act ivit es en
coherence avec la progression du cours de mathematiques.
Dans certains themes, il s'averera necessaire d'introduire de nouvelles not ions ou approches mathe-
mat iques. Celles-ci devront êt re explicit ees en preambule des seances d' informat ique et ne pourront
en aucun cas êt re exigibles des etudiants. Certaines seront propres a un theme part iculier, d'aut res
(comme par exemple les methodes de Monte-Carlo) pourront au cont raire êt re envisagees de maniere
t ransversale. Toutes les precisions necessaires devront toujours êt re donnees lors de leur ut ilisat ion.

Toute la richesse du logiciel Scilab ne peut pas êt re ent ierement mâ trisee par un etudiant , aussi
seules les fonct ions et commandes int roduites en premiere annee et celles gurant dans la sous-part ie
"Commandes exigibles" sont exigibles. Neanmoins, se contenter de ces seules commandes, en igno-
rant les nombreuses possibilit es et commodites du logiciel, se revelerait rapidement cont raignant et
limitat if. De nouvelles commandes Scilab peuvent donc être int roduites, mais cela devra se faire avec
parcimonie, l'object if principal de l'act ivit e informat ique reste la mise en prat ique des connaissances
mathematiques. Les commandes introduites devront êt re presentees en preambule et toutes les pre-
cisions necessaires seront donnees lors de leur ut ilisat ion et leur interpretat ion. On favorisera a cet te
occasion l'autonomie et la prise d' init iat ives des etudiants grâce a l'ut ilisat ion de l'aide de Scilab, et
a l'usage d'operat ions de "copier-coller" qui permettent de prendre en main rapidement des fonct ions
nouvelles et evitent d'avoir a connâ tre par c ur la syntaxe de commandes complexes.
L'object if de ces t ravaux prat iques n'est pas l'ecriture de longs programmes mais l'assimilat ion de
savoir-faire et de compet ences speci es dans la liste des exigibles et rappeles en preambule de chaque
theme.
Les exemples traites dans un theme devront êt re t ires, autant que possible, de situat ions reelles (trai-
tement de donnees economiques, sociologiques, historiques, demographiques, en lien avec le monde
de l'entreprise ou de la nance, etc), en faisant des que possible un rapprochement avec les aut res
disciplines.

I - List e des exigibles

1 - Savoir-faire et compet ences

C1 : Produire et interpreter des resumes numeriques et graphiques d'une serie stat ist ique (simple,
double) ou d'une loi.
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C2 : Modeliser et simuler des phenomenes (aleatoires ou deterministes) et les traduire en langage
mathematique.
C3 : Representer et exploiter le graphe d'une fonct ion d'une, deux ou trois variables.
C4 : Representer et interpreter les di erentes convergences.
C5 : Ut iliser a bon escient la methode de Monte-Carlo.
C6 : Porter un regard crit ique sur les methodes d'est imat ion et de simulat ion.

2 - Nouvelles commandes

Toutes lescommandesdu programmedepremiereanneesont exigibles. Les seulesnouvelles commandes
exigibles des candidats sont indiquees dans ce paragraphe.

La connaissance des commandes suivantes ainsi que de leurs arguments est exigible des candidats :
sum, cumsum, mean, max, min, zeros, ones, eye, spec.

Les commandes suivantes devront avoir ete manipulees par les etudiants mais la connaissance detaillee
de leurs arguments n'est pas exigible des candidats :
cdfnor, plot2d, fplot2d, plot3d, fplot3d.

I I - L ist e des t hemes

1 - St at ist iques descript ives univariees

(Duree indicat ive : 3 heures. Competences developpees : C1 et C6)
Dans ce paragraphe, on analysera des donnees stat ist iques, en insistant sur les representat ions gra-
phiques. On insistera sur le rôle des di erents indicateurs de posit ion et de dispersion etudies.

erie stat ist ique associee a un echant illon.
ect ifs, frequences, frequences cumulees, dia-

grammes en bâtons, hist ogrammes.
Indicateurs de posit ion : moyenne, mediane,
mode, quant iles.
Indicateurs de dispersion : etendue, variance et
ecart -type empiriques, ecart inter-quant ile.

On pourra egalement ut iliser les commandes :
dsearch, tabul, pie stdeviation, median.

2 - St at ist iques descript ives bivariees

(Duree indicat ive : 3 heures. Competences developpees : C1 et C6)
erie stat ist ique a deux variables, nuage de

points associe.
Point moyen (x; y) du nuage.
Covariance et c cient de correlat ion empi-
riques, droites de regression.

On t racera le nuage de points et les droites
de regression et on pourra e ectuer des pre-
transformat ions pour se ramener au cas lineaire.
On di erenciera les variables explicat ives des
variables a expliquer. On pourra ut iliser les
commandes : stdeviation, corr.

3 - Châ nes de M arkov

(Duree indicat ive : 6 heures. Competences developpees : C2 et C4)
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Ce theme sera l'occasion de revoir les simulat ions de lois discretes etudiees en premiere annee ainsi
que d'appliquer les resultats et techniques d'algebre lineaire etudies au t roisieme semestre.
Matrice de t ransit ion.
Etude sur des exemples simples.
Comportement limite.

On pourra etudier par exemple l' indice de
popularite d'une page Web (PageRank), mo-
eliser l'evolut ion sociologique d'une societ e

(passage d' individus d'une classe sociale a
une aut re) ou les systemes de bonus-malus
en assurances. Simulat ion et mise en evi-
dence d'etats stables avec la commande
grand(n, 'markov', M, x0).

4 - Fonct ions de plusieurs variables

(Duree indicat ive : 3 heures. Competences developpees : C2 et C3)
Graphe d'une fonct ion de deux variables, lignes
de niveau, plan a ne tangent au graphe. Deri-
ees part ielles et derivees direct ionnelles, repre-

sentat ion du gradient .

A cette occasion, on pourra met t re en evidence
l'orthogonalite du gradient avec les courbes de
niveau d'une fonct ion de deux variables.

Posit ion du graphe par rapport au plan af-
ne tangent au graphe, lien avec les valeurs

propres de la matrice hessienne, points selles.
Etude d'ext rema locaux et globaux. Ext rema
sous cont rainte.

Programmat ion de fonct ions variees permet tant
de mett re en evidence les not ions d'extrema lo-
caux ou globaux, avec ou sans cont rainte. On
pourra prendre des exemples issus de l'econo-
mie ou de la nance : minimisat ion du risque,
maximisat ion du gain, etc.

5 - Simulat ion de lois

(Duree indicat ive : 6 heures. Competences developpees : C1, C2, C3 et C6)
Dans toutes les simulat ions e ectuees, on pourra comparer les echant illons obtenus avec les dist ribu-
t ions theoriques, en ut ilisant des diagrammes en bâtons et des histogrammes. On pourra aussi t racer
la fonct ion de repart it ion empirique et la comparer a la fonct ion de repart it ion theorique.

ethode d' inversion. Applicat ion de la methode d'inversion pour la
simulat ion par exemple des lois exponent ielles
ou de Cauchy.
On pourra met tre en evidence, grâce aux simu-
lat ions, qu'une variable aleatoire suivant une loi
de Cauchy n'admet pas d'esperance.

ethodes de simulat ion d'une loi geomet rique. Ut ilisat ion d'une loi de Bernoulli et d'une
bouclewhile, ut ilisat ion d'une loi exponent ielle
et de la fonct ion floor, ut ilisat ion du genera-
teur grand.

Simulat ions informat iquesd'une loi normalepar
ut ilisat ion du theoreme limite central applique
a di erentes lois.

Comparaison ent re di erentes methodes de si-
mulat ion d'une loi normale.
On pourra s' interesser au cas part iculier de 12
variables aleatoires independantes suivant une
même loi uniforme.

Simulat ions de variables aleatoires discretes et
a densite variees.

On pourra faire le lien ent re les lois exponen-
t ielles, les lois et de Poisson en modelisant
des temps d'at tente.
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6 - Est imat ion ponctuelle et par intervalle de con ance

(Duree indicat ive : 6 heures. Competences developpees : C2, C4, C5 et C6)
ethode de Monte-Carlo : principe, garant ies

d'approximat ion.
Cette methode permet d'est imer des quant it es
qu'il est di cile de calculer explicitement mais
qu'il est facile d'approcher par simulat ion (pro-
babilites d'evenements, esperances de variables
aleatoires).
Ainsi, on pourra est imer par exemple les valeurs
prises par la fonct ion de repart it ion de la somme
ou du produit de deux variables aleatoires, ou
encore, est imer le niveau reel, a rang n ni, d' in-
tervalles de con ance asymptot iques.

Comparaison de di erents est imateurs ponc-
tuels d'un paramet re.

On pourra ut iliser des donnees issues de situa-
t ions reelles ou creer plusieurs jeux de donnees
obtenues grâce a la commande grand. Dans ce
dernier cas, on pourra comparer les lois des es-
t imateurs par exemple a l'aide d'histogrammes.

Comparaison des intervalles de con ance d'un
paramet re obtenus par di erentes methodes.

Est imat ion par intervalle de con ance du para-
etre d'une loi de Bernoulli et de l'esperance

d'une loi normale.
La comparaison pourra se faire en calculant les
demi-largeurs moyennes des intervalles et leurs
niveaux de con ance.
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