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1 Objectifs generaux de la formation

Les mathematiques jouent un role important en sciences economiques et en gestion, dans les domaines
notamment de la Cnance ou de la gestion d'entreprise, de la [hance de marchg] des sciences sociales.
Les probabilites et la statistique interviennent dans tous les secteurs de I'economie et dans une grande
varietelde contextes (actuariat, biologie, epidemiologie, Lnance quantitative, prevision economique...)
oul la moddisation de phenomenes aleatoires a partir de bases de donnees est indispensable.

L'objectif de la formation dans les classes preparatoires economiques et commerciales n'est pas de
former des professionnels des mathematiques, mais des personnes capables d'utiliser des outils mathe
matiques ou d'en comprendre I'usage dans diverses situations de leur parcours academique et profes-
sionnel.

Les programmes del nissent les objectifs de |I'enseignement de ces classes et decrivent les connaissances
et les capacites exigibles des etudiants. Ils precisent egalement certains points de terminologie et
certaines notations.

Les limites du programme sont clairement precisees. Elles doivent &tre respectees aussi bien dans le
cadre de |'enseignement en classe que dans |'evaluation.

Une fonction fondamentale de I'enseignement des mathematiques dans ces classes est de structurer la
pensee des etudiants et de les former a la rigueur et alla logique en insistant sur les divers types de
raisonnement (par equivalence, implication, I'absurde, analyse-synthese...).

2 Competences developpees

L'enseignement de mathematiques en classes preparatoires economiques et commerciales vise en par-
ticulier a developper chez les etudiants les compét ences suivantes :

[0 Rechercher et mettre en Luvre des strategies adequates : savoir analyser un probleme,
emettre des conjectures notamment al partir d'exemples, choisir des concepts et des outils mather
matiques pertinents.

[J M odeliser : savoir conceptualiser des situations concrétes (phenomenes aleatoires ou determinist es)
et les traduire en langage mathematique, eaborer des algorithmes.

Ulnterpreter : &treen mesured'interpréeter desresultats mathematiques dans dessituations concrétes,
avoir un regard critique sur ces resultats.

U Raisonner et argumenter : savoir conduire une demonstration, conCrmer ou inLrmer des conjec-
tures.

UM attriser le formalisme et les techniques mathematiques : savoir employer les symboles
mathematiques a bon escient, &tre capable de mener des calculs de maniére pertinente et ellcace.
Utiliser avec discernement |'outil informatique.

U Communiquer par ecrit et oralement : comprendre les enonces mathematiques, savoir rediger
une solution rigoureuse, presenter une production mathematique.
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3 Architecture des programmes

Le programme de mathematiques de deuxieme annee de la Lliere EC voie scientiLque se situe dans
le prolongement de celui de premiere annee et permet d'en consolider les acquis. Son objectif est de
fournir aux etudiants le bagage necessaire pour suivre les enseignements specialises de mathematiques,
economie et gestion dispenses en Grande Ecole ou en troisieme annee de Licence a l'universitel

Il s'organise autour de quatre points forts:

[ En algebre lineaire, on introduit la reduction des endormorphismes et des matrices carrees ainsi que
les structures euclidiennes. Ces notions d'algebre lineaire trouveront des applications en analyse lors
de I'optimisation des fonctions de plusieurs variables, mais aussi en probabilites (etudes de chates
de Markov) et en analyse de donnees (statistiques descriptives bivariees).

[ En analyse, on compléete I'etude des integrales generalisees debutee en premigre annee de classe
preparatoire et on introduit les fonctions de plusieurs variables delnies sur R" ainsi que la notion
de gradient. Au quatrieme semestre, on poursuit cette etude dans le but de resoudre des problemes
d'optimisation avec ou sans contraintes, cruciaux en economie et en Lhance.

U En probabilites, I'etude des variables aleatoires discretes, initiee au lycee et poursuivie en premigre
annee, se prolonge au troisieme semestre par |I'etude des couples et des suites de variables aleatoires
discretes; au quatrieme semestre, les notions sur les variables aleatoires al densite, abordees des la
premigre annee, sont compléetees. L'ensemble des notions sera presenté en lien avec la simulation
informatique des phenomenes aleatoires. Un des objectifs est de permettre, en [n de formation,
une approche plus rigoureuse (et une comprehension plus aboutie) des methodes de I'estimation
ponctuelle ou par intervalles de conlance.

[ Les travaux pratiques de mathematiques avec Scilab sont organises autour de six themes faisant
intervenir divers points du programme de mathematiques. L'objectif est d'apprendre aux etudiants
utiliser Scilab de maniére judicieuse et autonome ainsi que de leur permettre d'illustrer ou de
modeéliser des situations concretes en mobilisant leurs connaissances mathematiques. Les savoir-
faire et competences que les etudiants doivent acquerir lors de ces seances de travaux pratiques
sont speciLes dans la liste des exigibles et rappeles en preambule de chaque theme. Les nouvelles
notions mathematiques introduites dans certains themes ne font pas partie des exigibles du pro-
gramme. L'enseignement de ces travaux pratiques se deroulera sur les creneaux horaires dedies
I'informatique.

Au fur et amesure de la progression, on aura alclur de mettre en valeur I'interaction entre les di_e
rentes parties du programme.

Le programme de mathematiques est organisel en deux semestres. Ce decoupage en deux semestres
d'enseignement doit etre respectel En revanche, au sein de chaque semestre, aucun ordre particulier
n'est impose et chagque professeur conduit en toute liberte I'organisation de son enseignement, bien
gue la presentation par blocs soit fortement deconseillee.

Le programme se presente de la maniere suivante : dans la colonne de gauche Lgurent les contenus
exigibles des etudiants; la colonne de droite comporte des precisions sur ces contenus ou des exemples
d'activites ou d'applications.

Les developpements formels ou trop theoriques doivent etre evites. Ils ne correspondent pas au cLur
de formation de ces classes preparatoires.
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Les resultats mentionnes dans le programme seront admis ou demontres selon les choix didactiques
faits par le professeur. Pour certains resultats, marques comme «admis», la presentation d'une de
monstration en classe est deconseillee.

Les seances de travaux diriges permettent de privilegier la prise en main, puis la mise en Juvre par
les etudiants, des techniques usuelles et bien delimitees, inscrites dans le corps du programme. Cette
maMrise s'acquiert notamment par |I'etude de problemes que les et udiants doivent in Lne &tre capables
de resoudre par eux-meémes.

Le logiciel Scilab comporte de nombreuses fonctionnalites permettant d'illustrer smplement certaines
notions mathematiques. Ainsi, on utilisera des que possible I'outil informatique en cours de mathema-
tiques pour visualiser et illustrer les notions etudiees.

ENSEIGNEMENT DE MATHEMATIQUES DU TROISIEME SEMESTRE

| - Algebre lineaire et bilineaire
Dans tout ce chapitre K designera R ou C.

1 - Complements d'algebre lineaire

a) Changement de base

Matrice d'un endomorphisme dans une base. Rappels.

Matrice de passage de B vers BC Notation Pg.go.

PBDO:;LB = PB;BO'

Formules de changement de base. Xg = Pg:goXpgo.
Matgo(f) = Pg.50 Matg(f) Pg;go.

Matrices semblables. Deux matrices A et B carrees sont semblables
sil existe une matrice inversible P telle que
B = PlAP.

A et B peuvent &tre interpretees comme les
matrices d'un méme endomorphisme dans des
bases dilerentes.

Delnition d'un sous-espace stable par un endo- Seule la delnition est exigible des etudiants.

morphisme.

b) Trace

La trace d'une matrice carree est introduite uniquement comme outil simple et ellcace en vue de la
recherchedevaleurs propres. Tout developpement theorique est exclu. Aucun autreresultat concernant
la trace n'est au programme.

Trace d'une matrice carree. Notation Tr(A).

Linearitelde la trace.

Invariance de la trace par changement de base. Tr(A) = Tr(P 1AP).
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2 - Elements propres des endomorphismes et des matrices carrees, reduction

Lesespacesvectoriels consideres dans ce chapitre sont del nissur K. Danstoute cette partie, f designera
un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension [hie, & A une matrice carree.

a) Vecteurs propres et espaces propres

Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces
propres d'un endomorphisme de E et d'une ma-
trice carree.

Spectre d'un endomorphisme et d'une matrice
carree.

Si Q est un polyndtme, obtention d'éements
propres de Q(f) a partir d'elements propres
def.

b) Recherche d'elements propres

Polynébmes annulateurs d'un endomorphisme,
d'une matrice carree.

Si Q est un polyndtme annulateur de f (respec-
tivement A) et [J une valeur propre de f (res-
pectivement A), alors [ est racine de Q.

Tout endomorphisme d'un espace de dimension
[nie admet au moins un polyndtme annulateur
non nul.

Toute matrice carree admet au moins un poly-
nbme annulateur non nul.

c) Proprietes generales

Un endomorphisme d'un espace de dimension
[nie admet un nombre i de valeurs propres et
SES Sous-espaces propres sont en somme directe.
Une concatenation de familles libres de sous
espaces propres associes al des valeurs propres
distinctes forme une famille libre de E.

Valeurs propres des matrices triangulaires.

Notations Sp(f ) et Sp(A).

S f(x) = x alors Q(f )(x) = Q(L)x.
Si AX = [X alors Q(A)X = Q()X.

Exemples des homotheties, des projecteurs et
des symeétries.

Aucune autre connaissance sur les polyntmes
annulateurs ne [gure au programme.

X
dimker(f [ (ldg) 6 dim(E).

2Sp(f)

En particulier, une famille de vecteurs propres
associes aldes valeurs propres distinctes est une
famille libre.

Un endomorphisme d'un espace vectoriel de di-
mension n a au plus n valeurs propres.

d) Reduction des endomorphismes et des matrices carrees

f est diagonalisable si et seulement sl existe
une base B de E composee de vecteurs propres
def.

Caracterisation des endomorphismes diagonali-
sables all'aide des dimensions des sous-espaces
propres.

Matg(f ) est alors une matrice diagonale.

f est ydiagonalisable s et seulement si
dimker(f [1 [1dg) = dim(E).
2Sp(f)
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f est diagonalisable si et seulement s E est
somme directe des sous-espaces propres def .

Matrices diagonalisables, diagonalisation d'une
matrice carree.

Application au calcul des puissances d'un endo-
morphisme ou d'une matrice carree.

3 - Algebre bilineaire

Si dim(E) = n, tout endomorphisme de E ad-
mettant n valeurs propres distinctes est diago-
nalisable et les sous-espaces propres sont tous
de dimension 1.

Interpretation matricielle des resultats prece
dents.

A est diagonalisable si et seulement S'il existe
une matrice P inversible telle que P"1AP
est une matrice diagonale. Les colonnes de P
forment unebasede M j.1(R) constituee de vec-
teurs propres de A.

L'objectif de ce chapitre est d'introduire les notions fondamentales de I'algebre bilineaire dans le cadre
euclidien, utilisees en particulier lors de I'etude des fonctions de n variables. L'etude des endomor-
phismes symetriques sera faite au quatrieme semestre.

Les espaces vectoriels consideres dans ce chapitre sont des R-espaces vectoriels. On identilera R et
M 1(R).

a) Produit scalaire

Produit scalaire, norme associee. Un produit scalaire est une forme bilineaire sy-
metrique, del nie positive.

Produit scalaire canonique sur R" ; exemplesde
produits scalaires.

Inegalitelde Cauchy-Schwarz. Cas de I'egalitel

Vecteurs orthogonaux, sous-espaces orthogo-
naux.

Familles orthogonales, familles orthonormales
ou orthonormess.

On ne considerera que des familles Chies.
Toute famille orthogonale ne contenant pas le
vecteur nul est libre.

Theoreme de Pythagore.

b) Espaces euclidiens

Dans ce paragraphe x, y designent des vecteurs d'un espace vectoriel et X, Y sont les colonnes coor-
donnees correspondantes dans une base.

Un espace euclidien est un espace vectoriel de
dimension [hie sur R, muni d'un produit sca-
laire.

On pourra introduire la methode de I'orthonor -

malisation)ge Schmidt. X
Coordonnees et norme d'un vecteur dans une X = hx: gieg , jixji2 = hx; i 2.
base orthonormee. [ [
Expression matricielle du produit scalaire et de hyi = XY jxj2= XX.
la norme euclidienne en base orthonormee.

Espace euclidien.

Existence de bases orthonormees.
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Changement de bases orthonormees.

Supplementaire orthogonal d'un sous-espace
vectoriel.

Completion d'une famille orthonormee en une
base orthonormee.

Il - Fonctions reelles del nies sur R"

1 - Introduction aux fonctions del nies sur R"

La matrice de passage est orthogonale
PDl - tP

Aucune autre connaissance sur les matrices or-
thogonales n'est au programme.

Notation F?.

Au troisieme semestre, I'objectif est de confronter les etudiants a la notion de fonction reelle de
n variables, aux principales del hitions tout en evitant les problemes de nature topologique. C'est
pourguoi le domaine de delnition des fonctions sera systematiquement R", muni de sa structure
euclidienne canonique. L'etude de la continuitel d'une fonction en un point pathologique est hors
programme, ainsi que I'etude des recollements de formules lorsque f est delnie sur R" par plusieurs

formules,

Des que possible, les notions introduites seront illustrees a l'aide du logiciel Scilab.

Fonctions delnies sur R" alvaleurs dans R.

Equation du graphe d'une fonction delnie
sur R".

Lignes de niveau pour les fonctions de deux va-
riables.

Continuite/d'une fonction de R" dans R.

Operations sur les fonctions continues.

On donnera de nombreux exemples de fonctions
de 2, 3 ou n variables reelles.

Les fonctions polynomiales de n variables
donnent des exemples simples de fonctions de+
Cnies sur R".

Cas des fonctions a’lnes de n variables.

On se limitera a des exemples simples.

Une fonction f, del'nie sur R", est continue au

point xo deR" si : 8" > 0; 911> 0; 8x 2 R",
X [ xoj 6 [1=) jf (X) (1 f(xp)j 6 ".

f est continue sur R" s et seulement s f est

continue en tout point de R".

Aucune dill cultelne sera soulevee sur ce sujet.

On mettra en avant |'analogie avec la notion de

continuitéel des fonctions d'une variable vue en

premiere annee.

Les fonctions polynomiales de n variables sont

continues sur R". Resultat admis.

Somme, produit, quotient.

La compaosition d'une fonction continue sur R"

alvaleursdansun intervallel de R par unefonc-

tion continuedel avaleursdansR est continue.

Resultats admis.
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2 - Calcul diCJerentiel

L'introduction des notions dilkerentielles concernant les fonctions numeriques de plusieurs variables
reelles se fait en se limitant aux fonctions del'nies sur R". La determination de la classe d'une fonction

n'est pas au programme.

La recherche d'extremum est abordee ici, jusqu'alla condition necessaire du premier ordre.

Les fonctions sont desormais supposees del nies et continues sur R".

a) Derivees partielles, gradient

Fonctions partielles en un point.
Derivees partielles d'ordre 1.
Gradient en un point Xx.

Fonctions de classe C! sur R".

Operations sur les fonctions de classe C1.

Pour une fonction de classe C! : existence et
unicite d'un developpement limiteld'ordre 1 en
un point.

b) Derivee directionnelle

Droite D passant par x, de vecteur directeur u.

Si f est de classe C!, derivee de la fonction g
delniesur R par :

g(t) = f (x + th).
Derivee directionnelle de f au point x dans la
direction h.

c) Recherche d'extremum : condition d'ordre 1

Deélnition d'un extremum local, d'un extremum
global.

Condition necessaire du premier ordre.

Point critique.

Notation @(f).

Notation r (f)(x).
r(f)(x) et Il'dement de R" egal a

Les fonctions polynomiales de n variables sont
des fonctions de classe C! sur R". Resultat ad-
mis.

Somme, produit, quotient.

La composition d'une fonction de classe C! sur
R" alvaleurs dans un intervalle | de R par une
fonction de classe C! sur | alvaleurs dans R est
de classe C1.

Resultats admis.

f(x+ h) = f(x) + br (f)(X);hi + jhj"(h) ow
"(0) = 0 et " continue en 0. Resultat admis.

Paramétrisation : t 7 x+ tu; t 2 R.
gdt) = br (f)(x + th);hi.

gX0) = hr (f)(x); hi.

On en deduira une interpretation geométrique
du gradient dans le cas ou h est un vecteur de
norme 1.

S une fonction f de classe C! sur R" ad-
met un extremum local en un point x, alors
r (f)(x) = 0.

Les points oul le gradient s'annule sont appeles
points critiques. Toutes les derivees direction-
nelles en ces points sont nulles.
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Il - Complements de probabilites; couples et n-uplets de variables aleatoires reelles

L'objectif est double :

0 d'une part, consolider les acquis de premiere annee concernant les variables aleatoires discrétes,
et enrichir le champ des problemes etudies, avec, en particulier, I'etude simultanee de variables
aleatoires (vecteurs aleatoires de R") ;

[ d'autre part, eLectuer une etude elementaire des lois continues usuelles discretes ou a densitel

On fera des liens entre certaines lois dans le cadre des approximations et des convergences, ainsi que
les liens entre statistique et probabilites dans le cadre de |'estimation.

Pour I'etude du cas discret, on pourra utiliser les notions et les enonces classiques suivants sur les
familles sommables absolument convergentes. Tout cours theorique sur les familles sommables est
fortement deconseillelet on se limitera a une approche heuristique.

On admet que les manipulations ensemblistes classiques (produits Lnis, reunions denombrables) d'en-
sembles denombrables fournissent encore des ensembles denombrables. On remarquera en particulier
gue I'ensemble N U N est denombrable. Aucune diLl cultene sera soulevee sur ces notions, qui ne sont
pas exigibles des etudiants, et tout exercice ou problemey faisant reference devra imperativement les
rappeler.

Soit | un ensemble dehombrable iIQDni, indexe par N sous la forme |l = f' (n);n 2 Ngou' est une
bijection de N dans |. Si la serie U () conyerge absolument, alors sa somme est independante de

I'indexation ' , et pourra egalement &trenotee  u;. L'etude de cette convergence n'est pas un objectif
i21

du programme. On dira alors que la serie est absolument convergente (ou converge absolument). Toutes

les opératigns (somme, produit, regroupement par paquets, etc.) sont alors licites. Ainsi :

s = I; (union digointe) avec J un ensemble denombrable et |; des ensembles denombrables
i2J P P P
pour tout j, alors: uj = Uk:
i21 j23 k21 . . |
_ P P P
[0S | et J sont des ensembles denombrables, alors : ui [ vj = UiV .
i21 j23 (i5)21103

On admettra que les thebremes ou les techniques classiques concernant les series setendent dans ce
cadre.

1 - Complements sur les variables aleatoires reelles

a) Generalites sur les variables aleatoires reelles

[-algebre B des bordliens. Aucun developpement theorique sur latribu des
borgliens n'est au programme.
On admettra que pour tout borélien B et pour
toute variable aleatoire reelle X delhie sur
(;A), [X 2 B] appartient aA.

[-algebre associee alune variable aleatoire X . Notation Ay . C'est la plus petite tribu conte-
nant les evenements [X 6 X] pour tout reel x.
Elle represente I'information fournie par X .

Une somme, un produit de variables aleatoires Resultat admis.

sont des variables aleatoires.

(¢ Ministere de I'enseignement superieur et de la recherche, 2013 10
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b) Esperance et conditionnement pour les variables aleatoires discretes

Existence d'une esperance par domination.

Croissance de l|'esperance pour les variables
aleatoires discretes.
Esperance conditionnelle.

Formule de |'esperance totale.

c) Complements d'analyse

Reste d'une integrale convergente.

Pratique de l'integration par parties pour les
integrales sur un intervalle quelconque.

Changement de variables.

S X et Y sont deux variables aleatoires dis-
cretes verilant 0 6 jXj 6 Y presque sOre-
ment, et s Y admet une espérance, alors X
admet egalement une esperance. Dans ce cas,
JE(X)j 6 E(Y). Resultat admis.

Resultat admis.

Si A est un evenement de probabiliteinon nulle,
E(X]A) est I'esperancede X , s elleexiste, pour
la probabilitel conditionnelle Py .
Soit X unevariable aleatoire discrete del nie sur
(;A;P), soit (An) un systeme complet d'ever
nements et J I'ensemble des entiers n tels que
P(An) 6 0. Alors X admet une espéerance pour
P s et seujement s la serie :

X Pa, (IX = X]) P(An)

(x;n)2X (0)0d
converge absolument. Dans ce cas, pour tout n
dans J, I'espérancRE(XjAn) est delnie et
E(X)=  E(XjAn)P(An).
n2J

L'integration par parties sera pratiquee pour

desintegrales sur un segment, on ellectuera en-

suite un passage alla limite.

S f est continue sur ]a;b, si ' est une bi-

jection de ]; [ sur ]a;H, cro'?sante et de
b

classe C!, alors les integrales f (u)du et
Z a

f(C (1) qt)dt sont de méme nature et en
cgs de convergence sont egales.
Enoncel analogue dans le cas oul' est decrois-
sante.
Les changements de variables non allnes de-
vront &tre indiques aux candidats.

d) Complements sur les variables aleatoires a densitéel

La notion generale d' esperance ou des moments d'ordre superieur d'une variable aleatoire reelle quel-
conque est hors d'atteinte dans le cadre de ce programme. Neanmoins, on admettra que le theoreme de
transfert permet de calculer I'esperance de g(X ) dans le cas ol X est une variable aleatoire a densitel

(¢ Ministere de I'enseignement superieur et de la recherche, 2013 11
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Exemples simples de calculs de fonctions de
repartition et de densites de fonctions d'une va-
riable aleatoire a densitel

Theoreme de transfert.

Croissance de l|'esperance pour les variables
aleatoires a densitel

Variance, ecart-type. Variables aleatoires cen-
trees, centrees reduites.

Variance d'une variable aleatoire suivant une
loi usuelle (uniforme sur un intervalle, exponen-
tielle, normale).

Moment d'ordrer (r 2 NY).
e) Complements sur les lois usuelles

Lois [ Esperance et variance d'une variable
aleatoire suivant une loi [

Transformees allnes de variables aleatoires sui-
vant des lois normales.

Propriete de la fonction de repartition de la loi
normale centree reduite.

Rappels de premiefre annee pour des densitesde
variables aleatoires delaformeaX + b(a 6 0).
En complement de la premiere anneg, les etu-
diants devront savoir retrouver leslois de X 2 et
' (X) avec' declasse C?! strictement monotone
sur X ().

Si X est une variable aleatoire ayant une den-
sitelf x nulleen dehorsdel'intervalle ]a; b, avec
11 6 a< b6 +1, et s g est une fonction
continue sur Ja;b[ eventuellement privel d'un
nombrei]rgi de points, E(g(X)) existe et est

egale g(t)fx (t)dt s et seulement s cette

integrale E(i:onverge absolument.

On pourra le demontrer dans le cas oul g est
de classe C!, avec ¢° strictement positive (ou
strictement negative) et le veriLer dans des cas
simples.

Cette demonstration n'est pas exigible.
Resultat admis.

Exemples de variables aleatoires n'admettant
pas d'espéerance ou de variance.

Notation m,(X) = E(X").

X suit une loi (L), avec 1> 0, s X admet
comme densiteg
<0 sit6 0
x®=, 1 cage gis 0;
)
+1

avec (L) = t'"'te tdt. Pour le calcul

des moments dg.\ la loi ], on pourra etablir
(C0+ 1) = (1) et ((n+ 1) = n! pour tout
entier n de N.

Si X suit une loi normale, et si a et b sont
deux reels, avec a 6 0, alors la variable alea-
toire aX + bsuit egalement une loi normale.

Pour tout reel x @ [([1x) = 101 [(X).

(¢ Ministere de I'enseignement superieur et de la recherche, 2013 12
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2 - Couples de variables aleatoires

a) Cas general ; independance

Loi d'un couple de variables aleatoires redles.

Si deux couples (X 1; Y1) et (X2;Y2) ont méme
loi et s g est une fonction continue sur R?
a valeurs dans R, alors les variables aleatoires
g(X1;Y1) e g(X2;Y2) ont la méme loi.
Independance de deux variables aleatoires.

Caracterisations de I'independance de deux va-
riables aleatoires.

Esperance conditionnelle dans le cas de I'indet
pendance.

b) Couples de variables aleatoires reelles discretes

Caracterisation de la loi d'un couple (X;Y) de
variables aleatoires discréetes.

Caractéerisation de |'independance de deux va-
riables aleatoires discréetes.

Loi delasomme de deux variables aleatoiresdis-
cretes et independantes, produit de convolution

discret.
Stabiliteldes lois binomiales et de Poisson.

Laloi d'un couple (X;Y) devariables aleatoires
reelles est donnee par la fonction F(x .v) delnie
sur R? par :

Foavy (X y) = P([X 6 x]\ [Y 6 y]).
Resultat admis.

Deux variables aleatoires X et Y sont indepen-
dantes s et seulement s pour tousreelsx ety :
P([X 6 x]\ [Y 6 y])) = P([X 6 x]) P([Y 6 y]).

[1 Deux variables aleatoires X et Y sont inde+
pendantes s et seulement si
P(X 21N [Y 2Jd])=P(X 2IDP(Y 2J))
pour tousintervalles| et J de R.

[1 X et Y sont deux variables aleatoires inde+
pendantes s et seulement s tout evehement
A de Ay est independant de tout evenement
B de Av.

Resultats admis.
Soit X une variable aleatoire discrete. Si Y est

independantede X et si A 2 Ay est de proba-
bilitelnon nulle, alors E(X) = E(X]A).

La loi d'un couple (X;Y) de variables alea-
toires discretes est caracterisee par la donnee
des valeurs P([X = x]\ [Y = y]) pour tout
(X;y) 2 X () DY ().

Deux variables aleatoires X et Y discretes sont
independantes s et seulement s pour tout
(x;y) 2 X (1) Y (1),

P(IX = x]\ [Y =y]) = P(IX = xP([Y = y]).

P(X+Y=2)= ax( I)D([X = x])P([Y = z I x]).

0S X; et X, sont deux variables alea-
toires independantes suivant respective-
ment des lois B(nyi;p) e B(ny;p), alors
X1+ X2} B(ny+ nzp).

0 Si X1 et X5 sont deux variables aleatoires in-
dependantes suivant respectivement des lois
P(;) et P(Lp),alors X1+ X, ! P(h+ [h).

(¢ Ministere de I'enseignement superieur et de la recherche, 2013
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Loi d'une variable aleatoire Z = g(X;Y) ou g
est une fonction del'nie sur I'ensemble des va-
leurs prises par le couple (X;Y).

Esperance de Z = g(X;Y) et theoreme de
transfert.

Linearitel

Esperance d'un produit de variables aleatoires
discretes independantes.

Covariance de deux variables aleatoires dis-
cretesadmettant un moment d'ordre 2. Proprie
tes.

Formule de Huygens.

Cl[lcient de corréelation lineaire.
Proprietes.

Variance de la somme de deux variables aléa-
toires discréetes.

c) Couples de variables aleatoires reelles a densite

On remarquera que Az [ A(x.v).

On se limitera a des cas simples tels que
min(X;Y); max(X;Y); X +Y.

Sous reserve de convergence absolue :

X
E(Z) = g Y)P (X = x]\ [Y = y]):

(x;y)2X (L)Y (1)

Resultat admis.
Resultat admis.

S X et Y sont deux variables aleatoires dis-
cretes independantes admettant une esperance,
alors XY admet egalement une esperance et
E(XY)=E(X)E(Y). On pourra admettre ce
resultat.

Notation Cov(X;Y).
Bilinearite, symetrie, positivitelde la covariance.

Cov(X;Y)=E(XY)EX)E(Y).

Si X et Y sont independantes et admettent un
moment d'ordre 2, leur covariance est nulle. La
reciproque est fausse.

Notation [(X;Y).
jX;Y)j 6 1. Interpréetation dans le cas ou
X;Y) = L

En casd'utilisation du produit de convolution, la preuve de sa legitimiten'est pas exigible des candi-

dats.
Linearite positivitelet croissancedel'esperance.

Densiteé de la somme Z = X + Y de deux va-
riables aleatoires a densiteindependantes, pro-
duit de convolution.

Stabilitelde la loi [ pour la somme.

Stabilitelde la loi normale pour la somme.

Esperance d'un produit de variables aleatoires
aldensitelindependantes.

Resultat admis.
Si Iafonc;zion1 h delnie par la relation
+
h(x) = fx ()fy(x [ t)dt est delhie et

continue sétf peut-etre en un nombre [ni de
points, c'est une densitelde Z.

C'est lecassi fx (ou fy) est bornee.

S X1 et X5 sont deux variables aleatoires inder
pendantes suivant respectivement deslois [{(L})
et ([p), alors X1+ Xo ) (L + [b).

Si X et Y sont deux variables aleatoires a den-
sitel independantes admettant une espérance,
alors XY admet egalement une esperance et
E(XY) = E(X)E(Y). Resultat admis.
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Variance de la somme de deux variables alea- Resultat admis.
toires a/densitelindependantes.

3 - n-uplets de variables aleatoires reelles; generalisation des proprietes de I'esperance et de la
variance

Danscette partie, on etend la notion deloi de couple devariables aleatoires aun vecteur aleatoire, puis,
demaniereintuitive, la notion d'esperance aune somme de variables aleat oires admettant chacune une
esperance. La del nition de |'esperance generale ou des moments d'une variable aleatoire dansun cadre
qguelconque n'etant pas au programme, toute dillculte s'y ramenant est aecarter. On admettra que
les proprietes operatoires usuelles de I'esperance et la variance se generalisent aux variables aleatoires
guelconques.

Loi d'un vecteur aleatoire a valeurs dans R". La loi d'un vecteur (Xq;:::;X,) de variables
Loi marginale. aleatoires redlles est donné par la fonction
F(x1::x,) delniesur R par . 0
I:(Xl;:::;Xn)(Xl;:::;Xn): [Xi 6 Xi]
i=1
Aucune dilU culte ne sera soulevee sur cette no-
tion.
Caracterisation de la loi d'un vecteur aleatoire
discret avaleurs dans R".
S deux vecteurs (X1;Xo:iii;Xp) e Aucune di[]cultene sera soulevee.
(Y1;Y2;:::;Ys) ont méme loi et s g est une Resultat admis.

Esperance d'une somme de variables aleatoires. Si X et Y admettent une esperance, X + Y ad-
met uneesperanceet E(X+Y) = E(X)+E(Y).
Generalisation an variables aleatoires.
Resultats admis.

Croissance de |'espéerance. Si X 6 Y presgue sOrement et s X et Y ad-
mettent une espéerance, alors E(X) 6 E(Y).
Resultat admis.

Existence d'une esperance par domination. Si X et Y sont deux variables aleatoires veri-
[ant 0 6 jXj 6 Y presque sOrement, et s Y
admet une esperance, alors X admet egalement
une esperance. Dans ce cas, JE(X)j 6 E(Y).
Resultat admis.

Independance mutuelle de n variables aleatoires X1, ..., X sont mutuellement independant es si
reelles. et seulement g :
..... _Q
F(Xl;:::;Xn)(Xl,---’Xn) = Fx, (Xk)
=1
pour tous regls xq1;:::;Xn
(¢ Ministere de I'enseignement superieur et de la recherche, 2013 15
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Caracterisation de I'independance mutuelle de
n variables aleatoires reelles.

Caracterisation de I'independance mutuelle de
n variables aleatoires reelles discretes.

Lemme des coalitions.

Esperance du produit de variables aleatoires in-
dependantes.

Variance d'une somme de variables aleatoires
independantes.

Somme de variables aleatoires de Bernoulli in-
dependantes de méme paramétre.

Sommes de variables aleatoires independantes
suivant des lois de Poisson, des lois binomiales.
Loi de la somme de n variables aleatoires indéet
pendantes de loi E(1).

Independance mutuelled'une suiteinCniedeva-
riables aleatoires reelles discretes.

0X1q,...,Xn sont mutuellement independantes
S et seujemnent s 1]

P Xi2|i = @P([Xi2|i])
i=1 i=1
pour tousintervalleslq, ..., |, de R.
0 X1q,..., Xp sont mutuellement independantes

s et seulement s toute famille d'evenements

une famille d'evenements mutuellement inde+
pendants.

R%ultat admisD

P T [Xi=x] = P([Xi = xj]) pour tout
i=1 i=1

(X1;::05Xp) 2 X4 (0) [z 0 Xp ().

Resultat admis.

S X1, X2 ,..., Xp, sont independantes, toute

variable aleatoirefonctionde X 1, X, ..., X, est

independante de toute variable aleatoire fonc-

tion de Xp+ 1, Xp+2,..., Xn.

Resultat admis.

S X e Y admettent une esperance et sont

independantes, XY admet une esperance et

E(XY) = E(X)E(Y).

Generalisation a n variables aleatoires mutuel-

lement independantes.

Resultats admis.

S X et Y sont independantes et admettent

une variance, X + Y admet une variance et

V(X +Y)=V(X)+ V(Y).

Generalisation a n variables aleatoires mutuel-

lement independantes.

Resultats admis.

La sommeden variables aleatoires de Bernoulli

independantes et de méme espéerance p suit la

loi binomiale B(n;p).

€]

Pour etudier la somme de n variables aleatoires
independantes deloi E(L), on se ramehera apres
multiplication par [1aune sommede n variables
aleatoires independantes de loi E(1).

ENSEIGNEMENT DE MATHEMATIQUES DU QUATRIEME SEMESTRE

| - Complements d'algebre bilineaire
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1 - Endomorphismes symetriques d'un espace euclidien, matrices symetriques

Endomorphismes symétriques.

Un endomorphisme est symeétrique si et seule-
ment si sa matrice dans une base orthonormee
est symétrique.

Si f et un endomorphisme symétrique et si F
est un sous-espace vectoriel stable par f, alors
F? est stable par f .

Les sous-espaces propres d'un endomorphisme
symetriquef d'un espacevectoriel dedimension
[nie sont deux aldeux orthogonaux.

2 - Projection orthogonale

Projection orthogonale sur un sous-espace vec-
toriel F.

alors:

R .
Pr(X) = MXjujiu;.
=1

Si p est un projecteur, alors p est un projecteur
orthogonal si et seulement si c'est un endomor-
phisme symeétrique.

Caractéerisation par minimisation de la norme.

Un endomorphisme f d'un espace vectoriel eu-

clidien E est symétrique si et seulement s pour

tout couple (x;y) de vecteursde E, on a:
H(x) 5 yi = hx; f(y)i.

Si (uk)16kep SONt p vecteurs propres d'un endo-
morphisme symeétrique f associes a des valeurs
propres distinctes, alors la famille (Ux)16 k6 p st
une famille orthogonale.

Notation pg.

S B est une base orthonormee de E et si

Xk
Matg(pr) = Ui 'U;.
i=1

v=pe(x) () IxDvi=minjx L uj.
Application au probleme des moindres carres :
minimisation de jJAX [1 Bj avec A 2 M p;p(R)
derangp, B 2 M p;1(R) et X 2 M ;:1(R).
La formule donnant la valeur de X realisant le
minimum n'est pas exigible.

3 - Reduction des endomorphismes et des matrices symetriques

Si E est un espacevectoriel euclidien, tout endo-
morphisme symétrique de E est diagonalisable
et ses sous-espaces propres sont orthogonaux.

Resultat admis.
Il existeune base B de E orthonormee composee
de vecteurs propres def .
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Toute matrice symetrique reelle est diago- Si A est symétrique reglle, il existe une matrice

nalisable avec une matrice de changement de orthogonale P et une matrice diagonale D telles
base orthogonale. queD = PIAP = PAP.
S Xi;:::1; X, sont les colonnes de P, alors

(Xi)sien €t une base orthonormee de
M n-1(R), formee de vecteurs propres de A as-

X
A= ]ixitxi.
i=1

Il - Fonctions reelles de n variables:; recherche d'extrema

L'objectif est d'arriver a une bonne maltrise des problemes d'extrema al partir d'un minimum d'outils
theoriques. L'espace R" sera muni de la norme euclidienne usuelle.

La determination de la nature topologique d'un ensemble n'est pas un objectif du programme; €lle
devra toujours &tre precisee. Neanmoins, il est necessaire de sensibiliser les etudiants aux notions
d'ouvertset defermes. Lesetudiantsont etefamiliarises avec les fonctions continues sur R" au troisieme
semestre, aussi on s'appuiera, pour mener uneinitiation alatopologie de R", sur les sous-ensembles de
R" delnis par des inegalites du typefx 2 R"= (x) < agou fx 2 R"=' (x) 6 agoul' est unefonction
continue sur R". On donnera egalement la delnition d'un ensemble bornel

L'etude de fonctions de n variables alvaleurs dans R se limitera al des fonctions del nies sur des sous-
ensembles de R" pouvant etre del nis simplement (reunion, intersection [nies) a l'aide des ensembles
fermes ou ouverts precedents.

Lesresultats seront enonces dans le cas de fonctions de n variables. Pour les demonstrations, on pourra
se limiter aux casn=2oun = 3.
Aucune des demonstrations de ce chapitre n'est exigible des gtudiants.

Dans ce paragraphe, h designe un vecteur de R" et H la colonne coordonnee correspondante.

1 - Extension de la notion de fonction reelle de n variables

Dans ce paragraphe, on etend a des fonctions delnies sur un sous-ensemble de R", les notions et
delnitions vues au troisieme semestre pour des fonctions del nies sur R". Toute dil]cultée concernant
la determination de la classe d'une fonction est exclue.

Extension de la notion de continuite aux fonc- Aucune dil culteltheorique ne sera soulevee.
tions del nies sur un sous-ensemble de R".
Extension delanotion defonctions C* aux fonc- Aucune dil culteltheorique ne sera soulevee.

tions delnies sur un ouvert de R".

Pour les fonctions C! delnies sur un ouvert
de R" : extension des notions de derivees par-
tielles, gradient, derivee directionnelle, develop-
pement limiteld'ordre 1.

2 - Fonctions de classe C?2

Derivees partielles d'ordre 2. Notation @J (f).
@, (f) = @X@(f)).
Fonctions de classe C? sur un ouvert O de R". Les fonctions polynomiales de n variables sont

de classe C2 sur R". Resultat admis.
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Operations sur les fonctions de classe C2.

T heoreme de Schwarz.

Matrice hessienne en un point Xx.

Forme quadratique del nie sur R" associee aune
matrice symetrique reglle A.

Existence et uniciteld'un developpement limite

d'ordre 2 d'une fonction de classe C2 sur un
ouvert O.

Derivee seconde directionnelle de f au point x
dans la direction h.

3 - Recherche d'extrema

Somme, produit, quotient.
La composition d'une fonction de classe C? sur
O avaleurs dans un intervalle | de R par une
fonction de classe C? sur | avaleurs dans R est
de classe C2.
Resultats admis.
S f est de classe C2 sur un ouvert O de R",
alors pour tout point x de O et pour tout couple
(i;j) d'entiers comprisentre 1 et n :

@ () = @ ()(x).
Theoreme admis.
Notation r 2(f )(x).
Si f est de classe C2 sur un ouvert O, alors la
matrice hessienne est symeétrique en tout point
de O.
q(h) = HAH.

fOc+ h) = F00+ 17 (1003 hi + Sac(h) + jihi2 ()

ou "(0) = 0, " continue en 0 et g est la
forme quadratique associee a la matrice hes-
sienner 2(f)(x).

Resultat admis.

La derivee seconde directionnelle de f au point
x dans la direction h est ox(h).

S g(t) = f(x + th), alors g¥t) = ou+n(h) et
donc g¥0) = gy (h).

Dans un premier temps, on etendra rapidement les notions vues au troisieme semestre a une fonction

del nie sur un sous-ensemble de R".

a) Delnition

Delnition d'un extremum local, d'un extremum
global.

b) Extrema sur un ensemble ferme borne

Une fonction continue sur une partie fermee
bornee admet un maximum global et un mini-
mum global.

Resultat admis.
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Application a I'encadrement d'une forme qua-
dratique sur R".

c) Condition d'ordre 1

Condition necessaire du premier ordre.
Point critique.

Si g est une forme quadratique associee a une
matrice symetrique A, alors g admet un maxi-
mum global et un minimum global sur le ferme
bornefx 2 R"Sjxj = 1g.
Il existe alors deux redls [ et [ tels que pour
tout element h deR" :

Cjhj? 6 q(h) 6 Cjhj2.

Si une fonction de classe C* sur un ouvert O
de R" admet un extremum local en un point
Xo de O, alorsr (f)(xg) = 0.

Les points oul le gradient sannule sont appeles
points critiques. Toutes les derivees direction-
nelles en ces points sont nulles.

d) Exemples de recherches d'extrema sous une contrainte quelconque

Dans tout ce paragraphe, O designe un ouvert de R" et ' designe une fonction de classe C* sur O. On
notealorsC= fx 2 O=" (x) = cg |I'ensemble des points veriLant la contrainte' (x) = c. On se placera
danslecadreour (' )(x) et non nul pour tout element x de C; on dira alors que la contrainte est non
critique. L'etude d'une fonction le long de sa frontiere est I'une des applications de la maximisation

Sous contrainte,

Sur des exemples, on sensibilisera les etudiants a une interpréetation graphique de |I'optimisation sous

contrainte.

Déelnition d'un extremum local ou global sous
la contrainte' (x) = c d'une fonction f delnie
sur O.

Condition necessaire du premier ordre pour un
extremum sous la contrainte non critique C.

Application a I'encadrement d'une forme qua-
dratigue : cas d'egalitel

Si f est une fonction de classe C1 sur O, pour
guef atteigne un extremum local en X sous la
contrainte non critique C, il faut qu'il existe un
reel [tel que:

"(xo)=c

r(f)(xo) = Or (" )(Xo)
Resultat admis.
On ne soulevera pas de dillcultel theorique et
on se limitera a des exemples simples.
S q est une forme quadratique associee a une
matrice symetrique A, alors g admet un maxi-
mum global (respectivement un minimum glo-
bal ) sous la contrainte jxj = 1, en un point
correspondant a un vecteur propre de la ma-
trice A associel al la plus grande valeur propre
(respectivement la plus petite).

(¢ Ministere de I'enseignement superieur et de la recherche, 2013 20

http:/ / www.enseignement sup-recherche.gouv.fr


http://www.enseignementsup-recherche.gouv.fr

e) Condition d'ordre 2

Etude locale d'une fonction f de classe C2 sur
un ouvert O en un point critique.

Point selle (ou col).
Exemples de recherche d'extrema globaux.

Si Xg est un point critiquede f :

['si Sp(r 2f (xg)) U R,, alors f admet un mi-
nimum local en Xg,

s Sp(r 2f (o)) ' R, alorsf admet un maxi-
mum local en Xg,

'si Sp(r 2f (xg)) contient deux reels non nuls
de signes distincts, f n'admet pas d'extre-
mum en Xp.

On fera le lien avec le signe de la forme quadra-

tique gy, .

On pourra faire une etude directe du signe sur
O def (x) U f (xo).

Dans les situations qui sy prétent, on pourra
gtudier le cas ou pour tout x de O, g est posi-
tive (ou negative), par exemple en appliquant la
formule de Taylor avec reste integral alla fonc-
tion g delnie par g(t) = f (xo + th).

f) Recherche d'extrema sous contrainte d'egalites lineaires

8
3a(xX) =b

Dans tout ce paragraphe C designe I'ensemble des solutions d'un systeme lineaire _ : : e H

I'ensemble des solutions du systeme homogenhe associél

Condition necessaire du premier ordre sous la
contrainte C.

Point critique pour [I'optimisation sous
contrainte.

Exemples de recherche d'extrema globaux sous
contrainte d'egalites lineaires.

11 - Probabilites : convergences, estimation

1 - Convergences et approximations

T op(x) =hy

Si f est une fonction de classe C! sur un ou-
vert O, et si la restriction de f a C admet un
extremum local en un point Xg, alorsr (f )(Xo)

tout h de H, la derivee de f en xg dans la di-
rection h est nulle.
On remarquera que :

On pourra faire une etude directe du signe sur
O def (x) U f(xg). On pourra, dans les situa-
tionsqui s'y prétent, etudier le cas oulpour tout
x de C\ O et tout h deH on a g (h) > 0 (res-
pectivement g, (h) 6 0).
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a) Convergence en probabilite

On pourra demontrer ces inegalites dans le cas d'une variable aleatoire discrete ou a densitel

Inegalite/de Markov.

Inegalite/de Bienaymea T chebychev.

Convergence en probabilite

Loi faible des grands nombres pour une suite
devariables aleatoiresindependantesadmettant
une mé&me espéerance et une méme variance.

Composition par une fonction continue.

b) Convergence en loi

Del nition de la convergence en loi d'une suite
(Xn)nzn' de variables aleatoires vers X .

Cas oll les X, e X prennent leurs valeurs
dans Z.

Convergence en loi d'une suite de variables alea-
toires suivant la loi binomiale B(n; (=n) vers
une variable aleatoire suivant la loi de Poisson
de paramétre L.

Si X est une variable aleatoire positive ad-
mettant une esperance, alors pour tout regl a
strictement positif :
E(X
P(X > a]) 6 %:
On pourra appliqguer cette inegalite a
Y = jXj", r2 N~
S X est une variable aleatoire admettant un
moment d'ordre 2, alors :
: . V(X
8> 0, P(X LECOI> D6 V0.

La suite (Xn)p2no CONverge en probabilitelvers
X si:
8" > (; lim P([[X,OXj>"])=0.
n +1

Notation X Fox.

Soit (Xn)n2ne UNe suite de variables aleatoires
independantes ayant méme esperance m et
X1+ .0+ Xp

m@me variance et soit X, = .

Alors:
8" > 0; lim P([[Xn,Omj>"])= 0.
nl +1

S Xp F X et s f est une fonction continue

sur R avaleurs redlles, alorsf (X ) i f (X).
Resultat admis.

Notation X b x.
La suite (Xn)n2on' COnverge en loi vers X si
et seulement s en tout point de continuitée x
de Fx :

r]!Ii[rnl Fx,(X) = Fx (x).
La suite (Xn)n2no COnverge en loi vers X si et

seulement S :
8k 2 Z; r]!Ii[rnl P([Xn = Kk]) = P([X = K]).
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T heoreme de Slutsky. S (Xn)p2no converge en loi vers X et s
(Yn)n2no converge en probabilite vers une
constante ¢, alors (X, + Yp)n2n2 CONVErge en
loi vers X + c &t (XnYn)nono converge en loi
vers cX.

Resultats admis.

Composition par une fonction continue. Si (Xn)n2no converge en loi vers X et s f est
une fonction continue sur R a valeurs redlles,
alors (f (Xn))n2ne converge en loi vers f (X).
Resultat admis.

Theoreme limite central. S (Xn)n2neo €st une suite de variables aleatoires
independantes et de méme loi, admettant une
esperance m et une variance [? non nulle,

. — X1+ 0+ X
s on note : Xp= =20 Jlors la

n
suite de variables aleatoires centrees reduites
—0 _ pﬁ X n j m

Xy = converge en loi vers une
variable aleatoire suivant la loi normale centree
reduite.

D'ou, on a pour tout (a;b) te que
11 6 a6 b6 +1

B Zy 0 20
lim P([a6 X, 6 )= ~_exp - dt:
nt +1 2 20 2
Resultats admis.
Exemples d'approximations de la loi binomiale Toutes lesindications devront &tre fournies aux
et dela loi de Poisson par la loi normale. candidats quant alla justilcation del'utilisation

des approximations.

2 - Estimation

L'objectif de cette partie est d'introduire le vocabulaire et la demarche de la statistique inferentielle
en abordant, sur quelques cas simples, le probleme de I'estimation, ponctuelle ou par intervalle de
conlance. On se restreindra a une famille de lois de probabilites indexees par un parameétre scalaire
(ou vectoriel) dont la valeur (scalaire ou vectorielle) caracterise la loi. On cherche alors a estimer la
valeur du paramétre (ou une fonction simple de ce paramétre) a partir des donnees disponibles.

Dans cecontexte, on considere un phenomene aleatoire et on s'interesse aunevariable aleatoireredle X
qui lui est liee, dont on suppose que la loi de probabilitein'est pascompléetement specilee et appartient a
une famille de lois dependant d'un parametre [1decrivant un sous-ensemble [1 de R (eventuellement de
R?). Le parametre [lest une quantitelinconnue, [xee danstoute |'etude, que I'on cherche a determiner
ou pour laquelle on cherche une information partielle.

Le problemedel'estimation consiste alors alestimer la vraie valeur du parametre [ ou de g(L) (fonction

n fois le phenomene. Cette fonction du paramétre representera en general une valeur caracteristique
de la loi inconnue comme son espéerance, sa variance, son etendue...

supposees P -independantes et de méme loi que X pour tout L[l
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une fonction de R" dans R, eventuellement dependante de n, et independante de [} dont la realisation
apres experience est envisagee comme estimation de g(L).

Si T,, est un estimateur, on notera, lorsgue ces valeurs existent, E(T,) I'esperance de T, et V(T,) la
variance de T,,, pour la probabilitelP.

a) Estimation ponctuelle

n-echantillon  (Xq1;:::;X,) de variables Exemples de n-echantillons associes alune loi de

aleatoires redlles independantes et de méme loi Bernoulli B(1;p) avec LI= p.

que X.

Del nition d'un estimateur. Un estimateur de g(L) est une variable aleatoire
delaforme Ty = ' (X1;:::;Xy). Larealisation

de I'echantillon (X1;X2;:::;X,) observel
Exemples simples d'estimateurs. Exemple de la moyenne empirique
X1+ Xo+ [II# Xq
- .
Biais d'un estimateur. Si pour tout U de I, T, admet une espe

rance, on appelle biais de T, en g(0) le reel
b(Tn) = Ex(Tn) U g(D):

Estimateur sans biais. L'estimateur T, de g() et sans biais si pour
tout Ude U, E(Tn) = g(1).

Suite (Tp)n>1 d'estimateurs. Chaque T, est delaforme' (X1;Xo2;:::; Xn).

Estimateur convergent. Une suite d'estimateurs (Tp)n>1 de g(L) est

convergente si pour tout [} la suite (Tn)ns>1
converge en probabilitelvers g(1).

Par abus de langage on dit aussi que I'estima-
teur est convergent.

Composition par une fonction continue. S (Tn)n>1 €st une suite convergente d'estima-
teurs de g(L) et si f est une fonction continue
sur R avaleursreglles, alors (f (Tn))n>1 €st une
suite convergente d'estimateurs de f (g(1)).

Estimateur asymptotiguement sans biais. Une suite (Tp)n>1 d'estimateurs de g(L) est
asymptotiquement sans biais s pour tout [
de 1,

lim E(Ta) = 9().

Risgue quadratique d'un estimateur. S pour tout [ de [, T, admet un moment
d'ordre 2, lerisque quadratique de T,, en [] notée
re(Th), est lered : 0
r(Tn) = E- (Ta D g(D)? .
Decomposition biais-variance du risque quadra- r(Tn) = b(Tn)2+ V(Ty).
tique d'un estimateur.
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Condition sullsante de convergence.

Si pour tout de (1, |”E,n1 r(Th) = 0, alors la
n!

suite d'estimateurs (Tp)n>1 de g(L) est conver-
gente.

Cette convergence pourra &tre etudiee a l'aide
de I'inegalitelde Markov.

b) Estimation par intervalle de conlance, intervalle de conlance asymptotique

S'il existe des criteres pour juger des qualites d'un estimateur ponctuel T, de g(0) (biais, risque,
convergence), aucune certitude ne peut jamais &tre apportee quant au fait que I'estimation donne la

vraie valeur aestimer.

La demarche de I'estimation par intervalle de conl_ance consiste atrouver un intervalle aleatoire qui
contienne g(L) avec une probabiliteiminimaledonnee. L'utilisation dans certains casdu theoremelimite
central impose d'introduire la notion d'intervalle de conlance asymptotique.

Dans tout ce paragraphe (Un)n>1 et (Vn)n>1 designeront deux suites d'estimateurs de g([) tels que
pour tout 2 [ et pour tout n> 1, P([Uy, 6 Wu]) = 1.

Intervalle de conlance.

Intervalle de conance asymptotique.

Estimation par intervalle du paramétre d'une
variable aleatoire de Bernoulli.

Estimation par intervalle de con_ance de |'espe+
rance d'une loi admettant un moment d'ordre 2.

Soit U 2 [0;1]. [Un;Vn] est un intervalle de
conLance de g(L) au niveau de con_ance 1 [ [|
si pour tout Lde [,
P([Un 6 9(0) 6 Va]) > 100 L
Sa realisation est I'estimation de cet intervalle
de conllance.
On distinguera probabilitel et conance et on
eclairera ces notions all'aide de simulations in-
formatiques.
On appdlleintervalle de conlance asymptotique
de g() au niveau de conlance 1 ] [] une suite
([Un; VaDn>1 ve&rilant : pour tout [ de (1, il
existe une suite de redls (LJy) a valeurs dans
[0; 1], de limite [J, telle que pour tout n > 1,
P([Un 6 9(1) 6 Vo)) > 10 Ch.
Par abus de langage on dit aussi que [Un; Vn]
est un intervalle de conCance asymptotique.

On pourra comparer, en majorant p(1Lp) par 3,
les intervalles de conlance obtenus par |'inega-
litelde Bienayme T chebychev, et les intervalles
de conlance asymptotiques obtenus par |'ap-
proximation normale de la loi binomiale.

On pourra demontrer ce resultat dans le cas
d'uneloi admettant un moment d'ordre 4 : dans
ce cas, la suite (Sp)n>1 des ecarts-types empi-
rigues converge en probabilitelvers |'ecart-type
Linconnu, ce qui permet d'utiliser le theoreme
de Slutsky pour remplacer (1 par S, aln d'ob-
tenir une estimation par intervalle de conLance
asymptotique de I'esperance de la loi.
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TRAVAUX PRATIQUES DE MATHEMATIQUES AVEC SCILAB

En premiére annee, les deves ont acquis les bases de manipulation du logiciel Scilab. L'objectif de
I'enseignement d'informatique de seconde annee est de permettre aux etudiants d'utiliser Scilab de
maniere judicieuse et autonome pour illustrer ou moddliser des situations concretes en mobilisant
leurs connaissances mathematiques.

Les heures de travaux pratiques de mathematiques avec Scilab peuvent &tre organisees sous diLerentes
formes selon les contenus alenseigner ; certaines seances, notamment celles necessitant peu de manipu-
lations logicielles de la part des etudiants, pourront avoir lieu en classe entiere, les autres seances en
groupes reduits.

Le programme d'informatique Sarticule autour de six themes : statistiques descriptives univariees,
statistiques descriptives bivariees, chatnes de Markov, fonctions de plusieurs variables, simulation de
lois, estimation ponctuelle ou par intervalle de conlance.

L'ordre dans lequel les themes sont abordes est libre, mais il est preferable de mener ces activites en
coherence avec la progression du cours de mathematiques.

Dans certains themes, il saverera necessaire d'introduire de nouvelles notions ou approches mathe
matiques. Celles-ci devront etre explicitees en preambule des seances d'informatique et ne pourront
en aucun cas &tre exigibles des etudiants. Certaines seront propres a un theme particulier, d'autres
(comme par exemple les methodes de Monte-Carlo) pourront au contraire étre envisagees de maniere
transversale. Toutes les precisions necessaires devront toujours €tre donnees lors de leur utilisation.

Toute la richesse du logiciel Scilab ne peut pas @tre entietement malrisee par un eudiant, aussi
seules les fonctions et commandes introduites en premiéere annee et celles Cgurant dans la sous-partie
"Commandes exigibles" sont exigibles. Neanmoins, se contenter de ces seules commandes, en igno-
rant les nombreuses possibilites et commodites du logiciel, se revéerait rapidement contraignant et
limitatif. De nouvelles commandes Scilab peuvent donc &tre introduites, mais cela devra se faire avec
parcimonie, I'objectif principal de I'activitelinformatique reste la mise en pratique des connaissances
mathematiques. Les commandes introduites devront étre presentees en preambule et toutes les pre
cisions necessaires seront donnees lors de leur utilisation et leur interprétation. On favorisera alcette
occasion |'autonomie et la prise d'initiatives des etudiants grace all'utilisation de I'aide de Scilab, et
['usage d'opérations de "copier-coller" qui permettent de prendre en main rapidement des fonctions
nouvelles et evitent d'avoir alconnattre par cllur la syntaxe de commandes complexes.

L'objectif de ces travaux pratiques n'est pas I'ecriture de longs programmes mais |'assmilation de
savoir-faire et de compétences species dans la liste des exigibles et rappeles en preambule de chaque
theme.

Les exemples traites dans un theme devront étre tires, autant que possible, de situations reelles (trai-
tement de donnees economiques, sociologiques, historiques, demographiques, en lien avec le monde
de I'entreprise ou de la [hance, etc), en faisant des que possible un rapprochement avec les autres
disciplines.

| - Liste des exigibles

1 - Savoir-faire et competences

C1 : Produire et interpreter des resumes numeriques et graphiques d'une serie statistique (simple,
double) ou d'une lai.
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C2 : Moddliser et simuler des phenomenes (aleatoires ou deterministes) et les traduire en langage
mathematique.

C3 : Representer et exploiter le graphe d'une fonction d'une, deux ou trois variables.
C4 : Representer et interpreter les dillerentes convergences.

C5 : Utiliser abon escient la methode de Monte-Carlo.

C6 : Porter un regard critique sur les methodes d'estimation et de simulation.

2 - Nouvelles commandes
Touteslescommandesdu programme de premiere annee sont exigibles. Les seules nouvelles commandes
exigibles des candidats sont indiquees dans ce paragraphe.

La connaissance des commandes suivantes ainsi que de leurs arguments est exigible des candidats :
sum, cumsum, mean, max, min, Zeros, ones, eye, spec.

Les commandes suivantes devront avoir etelmanipulees par les etudiants mais la connaissance detaillee
de leurs arguments n'est pas exigible des candidats :

cdfnor, plot2d, fplot2d, plot3d, fplot3d.

Il -Liste des themes

1 - Statistiques descriptives univariees

(Duree indicative : 3 heures. Compéetences developpees: C1 et C6)

Dans ce paragraphe, on analysera des donnees statistiques, en insistant sur les representations gra-
phiques. On insistera sur le role des diLerents indicateurs de position et de dispersion etudies.

Serie statistique associee a un echantillon. On pourra egalement utiliser les commandes :
ELectifs, frequences, freguences cumulees, dia- dsearch, tabul, pie stdeviation, median.

grammes en béatons, histogrammes.
Indicateurs de position : moyenne, mediane,
mode, quantiles.

Indicateurs de dispersion : etendue, variance et
ecart-type empiriques, ecart inter-quantile.

2 - Statistigues descriptives bivariees

(Duree indicative : 3 heures. Compéetences developpees: C1 et C6)

Serie statistique a deux variables, nuage de On tracera le nuage de points et les droites
points associél de regression et on pourra electuer des préet
Point moyen (x;y) du nuage. transformations pour seramener au caslineaire.
Covariance et cllcient de corrélation empi- On dilerenciera les variables explicatives des
riques, droites de regression. variables a expliquer. On pourra utiliser les

commandes : stdeviation, corr.

3 - Chahes de Markov

(Duree indicative : 6 heures. Compéetences developpees: C2 et C4)
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Ce theme sera I'occasion de revoir les simulations de lois discretes etudiees en premigre annee ainsi
gue d'appliquer les resultats et techniques d'algebre lingaire etudies au troisieme semestre.

Matrice de transition.
Etude sur des exemples simples.
Comportement limite.

4 - Fonctions de plusieurs variables

On pourra etudier par exemple l'indice de
popularitel d'une page Web (PageRank), mo-
deliser I'evolution sociologique d'une societe
(passage d'individus d'une classe sociale a
une autre) ou les systemes de bonus-malus
en assurances. Simulation et mise en éevi-
dence d'etats stables avec la commande
grand(n, "markov®, M, x0).

(Duree indicative : 3 heures. Compéetences developpees: C2 et C3)

Graphe d'une fonction de deux variables, lignes
de niveau, plan allne tangent au graphe. Deri-
vees partielles et derivees directionnelles, repret
sentation du gradient.

Position du graphe par rapport au plan af-
[ne tangent au graphe, lien avec les valeurs
propres de la matrice hessienne, points selles.
Etude d'extrema locaux et globaux. Extrema
sous contrainte.

5 - Simulation de lois

A cette occasion, on pourra mettre en evidence
I'orthogonalitel du gradient avec les courbes de
niveau d'une fonction de deux variables.

Programmation de fonctions variees permettant
de mettre en evidence les notions d'extrema lo-
caux ou globaux, avec ou sans contrainte. On
pourra prendre des exemples issus de |'econo-
mie ou de la [hance : minimisation du risque,
maximisation du gain, etc.

(Duree indicative : 6 heures. Compéetences developpees: C1, C2, C3 et C6)

Dans toutes les simulations eectuees, on pourra comparer les echantillons obtenus avec les distribu-
tions theoriques, en utilisant des diagrammes en batons et des histogrammes. On pourra aussi tracer
la fonction de regpartition empirique et la comparer alla fonction de repartition theorique.

Methode d'inversion.

Methodes de simulation d'une loi geométrique.

Simulationsinformatiquesd'uneloi normale par
utilisation du theoreme limite central appliquéel
a dillerentes lois.

Simulations de variables aleatoires discretes et
a densite/variees.

Application de la methode d'inversion pour la
simulation par exemple des lois exponentielles
ou de Cauchy.

On pourra mettre en evidence, grace aux simu-
lations, qu'une variable aleatoire suivant une loi
de Cauchy n'admet pas d'espéerance.

Utilisation d'une loi de Bernoulli et d'une
bouclewhile, utilisation d'une loi exponentielle
et de la fonction Floor, utilisation du genera-
teur grand.

Comparaison entre di_erentes methodes de si-
mulation d'une loi normale.

On pourra s'interesser au cas particulier de 12
variables aleatoires independantes suivant une

meme loi uniforme.
On pourra faire le lien entre les lois exponen-

tielles, les lois [ et de Poisson en modélisant
des temps d'attente.
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6 - Estimation ponctuelle et par intervalle de conlance

(Duree indicative : 6 heures. Compéetences developpees: C2, C4, C5 et C6)

Methode de Monte-Carlo : principe, garanties
d'approximation.

Comparaison de dilkerents estimateurs ponc-
tuels d'un parametre.

Comparaison des intervalles de conLance d'un
parametre obtenus par diLerentes methodes.

Cette methode permet d'estimer des quantites
gu'il est diCicile de calculer explicitement mais
gu'il est facile d'approcher par simulation (pro-
babilites d'evenements, esperances de variables
aleatoires).

Ainsi, on pourraestimer par exemple lesvaleurs
prises par lafonction derepartition dela somme
ou du produit de deux variables aleatoires, ou
encore, estimer leniveau redl, arangn Lni, d'in-
tervalles de con_ance asymptotiques.

On pourra utiliser des donnees issues de situa-
tions reelles ou creer plusieurs jeux de donnees
obtenues grace al la commande grand. Dans ce
dernier cas, on pourra comparer les lois des es-
timateurs par exemple a/l'aide d'histogrammes.
Estimation par intervalle de conance du para-
metre d'une loi de Bernoulli et de |'esperance
d'une loi normale.

La comparaison pourra se faire en calculant les
demi-largeurs moyennes des intervalles et leurs
niveaux de conlance.
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